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Preface
O tema escolhido para esta tese, os aspectos na˜o perturbativos das teorias de Yang-Mills, na˜o e´ um
tema qualquer, constitui um dos maiores desafios da F´ısica atual. De fato, este problema foi classificado
pelo Instituto de Matema´tica CLAY como um dos sete maiores problemas do mileˆnio. Quem resolver
o setor infravermelho das teorias de Yang-Mills sera´ agraciado com o preˆmio de um milha˜o de Do´lares
americanos.
Esta tese consiste numa compilac¸a˜o de toda a pesquisa feita nestes cinco anos de doutorado no Instituto
de F´ısica da UERJ. Os resultados desta pesquisa podem ser encontrados nos artigos e demais trabalhos
publicados [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29].
Durante este per´ıodo, foram feitas pesquisas em diversos calibres importantes para o estudo do problema
infravermelho, i.e., o calibre de Landau, os calibres lineares covariantes, o calibre de Curci-Ferrari e o
calibre ma´ximo Abeliano. Contudo, nesta tese, nos fixamos no caso espec´ıfico do calibre de Landau.
Esta escolha foi motivada pelo fato de este ser o calibre covariante mais simples para quantizar as teorias
de Yang-Mills. Ademais, fomos capazes de identificar efeitos nota´veis neste calibre. Na˜o obstante,
eventualmente, ao longo do texto, pequenos comenta´rios sa˜o feitos sobre os demais calibres.
A estrutura de texto escolhida foi a seguinte: Em primeiro lugar, na˜o nos preocupamos em fornecer
explicac¸o˜es sobre os to´picos da Teoria Quaˆntica de Campos. Para tal nos referimos a literatura existente
[30, 31, 32, 33]. Desta forma, esta tese foi escrita para o leitor ja´ experiente em TQC e, em particular,
em teorias de calibre. Por outro lado, o corpo do texto foi desenvolvido de forma a deixar a leitura fluir,
com o m´ınimo de detalhes te´cnicos poss´ıveis. Uma vez que todo aparato te´cnico pode ser encontrado
nos artigos acima citados, nos prendemos apenas a` F´ısica envolvida. Neste sentido, muitas discusso˜es
f´ısicas estara˜o dispon´ıveis.
As te´cnicas utilizadas para extrair nossos resultados foram alocadas em apeˆndices. Desta forma, todo
aparato sofisticado, alguns de dif´ıcil acesso na literatura, foram compilados nestes apeˆndices. Isso
facilitara´ a vida do leitor mais interessado.
Desnecessa´rio dizer, esta tese esta´ longe de ser o fim desta pesquisa e muito ainda deve ser investigado
para uma compreensa˜o completa sobre a regia˜o infravermelha das teorias de Yang-Mills.
Esperamos que o leitor se divirta com esta tese tanto quanto no´s nos divertimos para desenvolveˆ-la.
Rio de Janeiro, 03 de Janeiro de 2007.
Rodrigo Ferreira Sobreiro
Abstract
Some nonperturbative aspects of Euclidean Yang-Mills theories in four dimensions, quantized in the
Landau gauge, are analytically studied. In particular, we investigate the dynamical mass generation for
the gluons due to the presence of dimension two condensates. This study is performed in the framework
of the local composite operator technique in the case of the Yang-Mills action as well as in the case of
the Gribov-Zwanziger action. Further, an investigation of the Gribov ambiguities in the linear covariant
gauges is presented.
In the case of the Yang-Mills action, we perform a detailed analysis of the local composite operator
formalism when the operators AaµA
a
µ and f
abcc¯bcc are simultaneously introduced. Using the algebraic
renormalization theory, we prove the renormalizability of the model trough all orders in perturbation
theory. With the help of the renormalization group equations, a quantum effective action for the
condensates 〈AaµAaµ〉 and 〈fabcc¯bcc〉 is constructed. This construction is performed by means of the
dimensional regularization in the MS renormalization scheme. We show that nonvanishing condensates
values are dynamically favored, independently of the chosen scale. Explicit one loop computations are
then presented, providing estimates for the condensates as well as for the vacuum energy. With the
help of suitable Ward identities, we are able to formally show that the presence of the condensate
〈fabcc¯bcc〉, is responsible for the breaking of the transversality of the vacuum polarization. However,
the gluon propagator remains transverse, trough all orders in perturbation theory. Finally, we end this
analysis with the explicit computation of the one loop correction to the effective gluon mass. The result
is that, due to the condensate 〈fabcc¯bcc〉, the Abelian and the non Abelian sectors acquire different
masses. Since the non Abelian mass is larger than the Abelian one, this feature can be interpreted as
an evidence for the Abelian dominance principle in the Landau gauge.
With respect to the Gribov-Zwanziger action, we start our analysis without taking into account the
condensate. We show that, at one loop order, the vacuum energy is always positive, independently of
the renormalization scheme and scale. We also present attempts to solve the one and two loops horizon
condition in the MS scheme, and the respective failure of it.
Later, using the algebraic renormalization theory, we show, to all orders in perturbation theory, the
renormalizability of the Gribov-Zwanziger action when the composite operator AaµA
a
µ is included in the
framework of the local composite operator technique. Attempts to solve the one loop gap equations
in the MS scheme are then presented. We show that there are no solutions for 〈AaµAaµ〉 < 0 while
for 〈AaµAaµ〉 > 0 there is only one possible solution for the horizon condition. However, in the MS
scheme, we were not able to find explicitly that solution. As an improvement, an optimization of the
renormalization scheme is performed in the sense of minimizing the renormalization scheme dependence.
In that approach the MS limit solution was found as well as the solution with minimal dependence on
the renormalization scheme. In both cases, the vacuum energy shows itself to be positive while the
condensate 〈AaµAaµ〉 > 0. A discussion of the consequences of a nonvanishing Gribov parameter is then
provided.
Finally, we present a study of the Gribov ambiguities in the linear covariant gauges for the case α≪ 1,
where α is the gauge parameter. After the identification of a region in field space where there are no
close Gribov copies, we perform the respective restriction in the path integral. As a tree level effect,
the transverse gluon propagator turns out to be infrared suppressed, due to the presence of the Gribov
horizon. The longitudinal component shows itself to be infrared suppressed due to the dynamical mass,
associated with the condensate 〈AaµAaµ〉. Further, differently of the Landau gauge, the ghost propagator
is not related to the appearance of long range forces. Instead, an infrared singular Green function related
to the Gribov horizon is identified. This Green function can be associated with long range forces. At
the end, all Landau gauge results can be recovered taking the limit α→ 0.
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Chapter 1
Introduction
O tema principal desta tese consiste no estudo de fenoˆmenos ainda incompreendidos das chamadas
teorias de Yang-Mills, [34]. Desta forma, neste cap´ıtulo introduto´rio, comecemos por discutir suas
principais propriedades. Faremos uma breve introduc¸a˜o sobre sua origem seguida da discussa˜o sobre
seus aspectos f´ısicos conhecidos mais interessantes. Nesta discussa˜o iremos comec¸ar a definir algumas
quantidades e ide´ias importantes para esta tese. Todos os detalhes te´cnicos podem ser encontrados nos
apeˆndices A e B. Apo´s esta discussa˜o apresentaremos um suma´rio sobre os efeitos na˜o perturbativos
das teorias de Yang-Mills, em particular abordaremos a questa˜o da massa do glu´on e o confinamento
da cor, principais temas desta tese.
Uma recente e completa compilac¸a˜o sobre o entendimento das teorias de Yang-Mills nos u´ltimos cin-
quenta anos pode ser encontrado em [35].
Para uso futuro apresentaremos algumas fo´rmulas ao longo deste cap´ıtulo. Abriremos ma˜o de incluir
mate´ria (fe´rmions) nas discusso˜es que se seguem, uma vez que os campos de calibre ja´ introduzem
complicac¸o˜es suficientes, como veremos ao longo desta tese. Desta forma trabalharemos exclusivamente
com as chamadas teorias puras de Yang-Mills∗. Na˜o obstante, nos referiremos aos quarks sempre que
for necessa´rio e/ou um fenoˆmeno se aplicar ao mesmo.
Ademais, na˜o vamos adentrar nas questo˜es de validade na˜o perturbativa da rotac¸a˜o de Wick [30, 31].
Ao mesmo tempo, queremos fazer ca´lculos expl´ıcitos na QCD. Desta forma estaremos sempre imersos
em um espac¸o-tempo quadrimensional Euclideano.
1.1 Yang-Mills theories
1.1.1 Origin
Para entender a origem das teorias de Yang-Mills, podemos comec¸ar pela bem co-nhecida Eletrodinaˆmica
Quaˆntica (QED†), [36, 37]. A QED e´ tida hoje em dia como a teoria mais bem sucedida da F´ısica,
um t´ıtulo forte o suficiente para teˆ-la como inspirac¸a˜o para outras teorias. Na metade do se´culo XX,
suas predic¸o˜es ja´ excediam espectativas e seu acordo com o experimento era, e ainda e´, surpreendente.
Fisicamente falando, a QED descreve a teoria quaˆntica do eletromagnetismo, onde os ele´trons interagem
entre si atrave´s dos fo´tons que, por sua vez, na˜o interagem entre si.
∗Por simplicidade nos referiremos a`s teorias de Yang-Mills puras simplesmente por teorias de Yang-Mills. Da
mesma forma, independentemente de estarmos no caso SU(N), muitas vezes nos referiremos aos campos de calibre
como gluons.
†Do ingleˆs: Quantum Electrodynamics.
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Ale´m da beleza f´ısica, a QED possui uma bela estrutura matema´tica. De fato, a QED pode ser
entendida geometricamente como uma teoria de calibre, i.e., a ac¸a˜o que descreve a teoria e´ invariante
por transformac¸o˜es de calibre associadas ao grupo de Lie U(1). De maneira formal, a QED e´ a teoria
que descreve a dinaˆmica de uma conexa˜o imersa num fibrado principal com grupo de simetria Abeliano
U(1), veja [38]. E´ o fato de a QED ser uma teoria Abeliana que implica na propriedade de o fo´ton na˜o
ser capaz de interagir consigo mesmo.
Analizando o sucesso da QED com relac¸a˜o aos resultados experimentais bem como sua beleza e sim-
plicidade teo´ricas, sua generalizac¸a˜o para o caso na˜o Abeliano SU(N) surge naturalmente no intuito
de explicar outras interac¸o˜es fundamentais da Natureza. E´ a generalizac¸a˜o da QED para o caso na˜o
Abeliano que define, nada mais nada menos que as teorias de Yang-Mills. Nas teorias de Yang-Mills, o
ana´logo ao fo´ton, i.e., os campos de calibre interagem entre si.
As teorias de Yang-Mills foram enta˜o utilizadas, com bastante sucesso, na tentativa de explicar as
interac¸o˜es nuclear fraca e nuclear forte. A base para explicar as interac¸o˜es fracas foi baseada num
esquema de quebra espontaˆnea de simetria SU(2), [39, 40]. Desta forma os campos de calibre adquirem
massa atrave´s da interac¸a˜o com o chamado campo de Higgs. Apesar do sucesso teo´rico para a gerac¸a˜o
de massa para os bo´sons vetoriais, o Higgs ainda na˜o foi encontrado experimentalmente.
O segundo caso, a interac¸a˜o nuclear forte e´ descrita pela Cromodinaˆmica Quaˆntica (QCD‡), veja por
exemplo [41, 42]. Neste modelo, o grupo de simetria e´ o grupo SU(3). Neste caso temos oito campos
de calibre que mediam a interac¸a˜o entre os quarks (cons-titu´ıntes dos nucleons). Tais mediadores,
denominados gluons§, devido a imensa forc¸a que eles geram entre os quarks, sa˜o responsa´veis pelo
fenoˆmeno do confinamento de quarks e gluons. Sendo este o foco principal desta tese, vamos nos
abster agora de mais detalhes uma vez que estes sera˜o expostos exaustivamente ao longo da tese.
Resumidamente, as teorias de Yang-Mills surgiram no intuito de descrever algumas das interac¸o˜es
fundamentais da Natureza, i.e., as forc¸as nucleares e o eletromagetismo (caso Abeliano limite). Na˜o
podemos deixar de comentar o fato da Gravitac¸a˜o na˜o estar inclu´ıda nesta lista. De fato a unia˜o
da Gravitac¸a˜o com a Mecaˆnica Quaˆntica consiste num dos maiores problemas da F´ısica atual, se
equiparando ao problema do confinamento de quarks e gluons. Contudo, nada mais falaremos sobre o
assunto.
1.1.2 Quantization
Comecemos por definir um pouco mais refinadamente as teorias de Yang-Mills. A ac¸a˜o que descreve a
dinaˆmica dos campos de calibre e´ dada por
SYM =
1
4
∫
d4xF aµνF
a
µν . (1.1)
Classicamente esta ac¸a˜o ja´ possui inu´meras propriedades interessantes. Por exemplo, a invariaˆncia de
calibre ja´ elimina a possibilidade de se encontrar soluc¸o˜es das equac¸o˜es de campos consistentemente.
Desta forma, mesmo classicamente, a fixac¸a˜o de calibre se faz necessa´ria. Ademais, devido aos termos
de autointerac¸a˜o entre gluons, as equac¸o˜es de campo associadas sa˜o na˜o lineares, permitindo soluc¸o˜es
topolo´gicas como, por exemplo, monopo´los e vo´rtices [35]. Contudo, estamos mais interessados nos
aspectos quaˆnticos das teorias de Yang-Mills.
O me´todo mais elegante e eficiente de se quantizar covariantemente uma teoria e´ atrave´s da integral
de caminho de Feynman, [30, 31]. Fisicamente, ao se calcular um valor esperado com a integral de
caminho, estamos sempre somando sobre todas as configurac¸o˜es poss´ıveis. Contudo, a simetria de
‡Do ingleˆs: Quantum Chromodynamics.
§Do ingleˆs: glue.
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calibre destro´i a interpretac¸a˜o probabil´ıstica de uma teoria quaˆntica. A simetria de calibre diz que um
campo possui infinitas configurac¸o˜es equivalentes. Desta forma, a simetria de calibre faz com que o
mesmo campo seja contado inu´meras vezes atrave´s de seus equivalentes. A soluc¸a˜o e´ fixar o calibre
introduzindo um v´ınculo para o campo de calibre. A fixac¸a˜o de calibre supostamente elimina a simetria
de calibre da ac¸a˜o (1.1).
Ao contra´rio da QED, a introduc¸a˜o de um v´ınculo de calibre na integral de caminho na˜o e´ simples. Um
eficiente me´todo de se introduzir um v´ınculo na integral de caminho e´ o chamado ansa¨tz de Faddeev-
Popov, [43]. Com a quantizac¸a˜o de Faddeev-Popov, um v´ınculo pode ser introduzido na integral de
caminho com o custo de se introduzir campos extras, os chamados campos fantasmas de Faddeev-
Popov. Tais campos sa˜o escalares que obedecem a estat´ıstica de Fermi. De acordo com o teorema
spin-estat´ıstica [44], estes campos violariam a causalidade. Contudo, os campos fantasmas aparecem
apenas em lac¸os fechados e na˜o sa˜o, portanto, excitac¸o˜es observa´veis da teoria. Notavelmente, estes
campos sa˜o responsa´veis pela unitariedade da teoria, seus diagramas cancelam graus de liberdade na˜o
f´ısicos da se´rie perturbativa [45].
De acordo com a quantizac¸a˜o de Faddeev-Popov, [43], o termo de fixac¸a˜o de calibre covariante mais
simples, a ser adicionado a ac¸a˜o de Yang-Mills (1.1), pode ser escrito como
Sgf =
∫
d4x
(
ba∂µA
a
µ + c¯
a∂µD
ab
µ c
b
)
, (1.2)
onde ba e´ o chamado campo de Lautrup-Nakanishi, que funciona como um multiplicador de Lagrange
para o v´ınculo. Os campos ca e c¯a sa˜o os campos de Faddeev-Popov. Este v´ınculo define o chamado
calibre de Landau¶, cujo v´ınculo filtra o espac¸o de configurac¸o˜es contando apenas os campos transversos
∂µA
a
µ = 0 . (1.3)
A ac¸a˜o com calibre fixado e´, portanto,
S = SYM + Sgf . (1.4)
Ao fixar o calibre como descrito anteriormente a simetria de calibre e´ quebrada. Contudo, surge uma
nova simetria na ac¸a˜o (1.4), a chamada simetria BRST, [46, 47]. Definindo o operador BRST como s,
a ac¸a˜o S se mostra invariante sob as seguintes transformac¸o˜es
sAaµ = −Dabµ cb ,
sca =
g
2
fabccbcc ,
sc¯a = ba ,
sba = 0 . (1.5)
ou seja,
sS = 0 . (1.6)
A simetria BRST e´ o tipo mais simples de supersimetria. Ainda, esta simetria e´ extremamente u´til para
se mostrar a renormalizabilidade de uma teoria. Outra importante propriedade de s e´ o fato de ser um
operador nilpotente, s2 = 0. Esta propriedade permite provar a unitariedade da matriz de espalhamento
de uma teoria, dando o sentido f´ısico final a teoria, [45]. Na˜o e´ de se admirar que a simetria BRST
tera´ um papel fundamental nesta tese.
¶A menos que o contra´rio seja dito, calibre de Landau sera´ o calibre utilizado nesta tese para quantizar as teorias
de Yang-Mills. Obviamente esta na˜o e´ a u´nica possibilidade, veja Apeˆndice B.
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Uma extraordina´ria propriedade das teorias de Yang-Mills consiste em sua interpretac¸a˜o geome´trica [38].
De fato, a ac¸a˜o de Yang-Mills descreve a dinaˆmica da conexa˜o Aaµ definida num fibrado principal, na˜o
trivial, de grupo de simetria SU(N), e espac¸o de imersa˜o R4. Neste contexto, os campos fantasmas
sa˜o as uma-formas de Maurer-Cartan enquanto que a variac¸a˜o BRST e´ isomorfa a derivada exterior. A
fixac¸a˜o de calibre consiste na definic¸a˜o de uma sec¸a˜o no fibrado. Contudo, a Topologia diz que definir
uma sec¸a˜o global em um fibrado na˜o trivial na˜o e´ algo poss´ıvel. Veremos adiante que este e´ um dos
problemas fundamentais das teorias de calibre.
1.1.3 Renormalization
Como foi observado anteriormente, a simetria BRST e´ muito u´til para a renormali-zac¸a˜o de uma teoria.
De acordo com a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica‖, [48], para trabalhar a renormalizabilidade das
teorias de Yang-Mills introduzimos mais um termo a` ac¸a˜o (1.4), com fontes externas acopladas a`s
transformac¸o˜es BRST na˜o lineares, de forma a podermos descrever a simetria BRST compativelmente
ao princ´ıpio de ac¸a˜o quaˆntica, [49, 50, 51, 52, 53]. Este termo e´ dado por
Sext = s
∫
d4x
(−ΩaµAaµ + Laca)
=
∫
d4x
(
−ΩaµDabµ cb +
g
2
fabcLacbcc
)
, (1.7)
onde as fontes externas sa˜o s-invariantes,
sΩaµ = sL
a = 0 . (1.8)
Desta forma, a ac¸a˜o apropriada para se estudar a renormalizabilidade das teorias de Yang-Mills e´
simplesmente
Σ = S + Sext . (1.9)
Esta ac¸a˜o, e suas generalizac¸o˜es, sera˜o amplamente utilizadas nos cap´ıtulos que se seguem. De fato,
a ac¸a˜o (1.9) e´ renormaliza´vel, com apenas duas divergeˆncias a serem renormalizadas, uma associada a
constante de acoplamento g e outra asscociada ao campo de calibre Aaµ. A renormalizabilidade e´ feita
de maneira recursiva e vale a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es.
1.1.4 Asymptotic freedom and the infrared problem
Como resultado da renormalizabilidade, as teorias de Yang-Mills obedecem tambe´m ao grupo de renor-
malizac¸a˜o [54]. Fisicamente, existe uma invariaˆncia de escala na teoria. Desta forma, apo´s a renormal-
izac¸a˜o de uma certa quantidade, teremos a dependeˆncia na escala de renormalizac¸a˜o µ. Em particular,
a constante de acoplamento renormalizada perturbativamente, a um lac¸o, apresenta a forma
g2(µ) =
1
11N
16π2 ln
µ2
Λ2
QCD
, (1.10)
onde N e´ a dimensa˜o do grupo e ΛQCD ≈ 237MeV um corte de escala. Desta expressa˜o se extrai
o conceito de liberdade assinto´tica [41, 42]. Para tal, analizando a expressa˜o (1.10) vemos que para
escalas de energia grandes a constante de acoplamento tende a zero. Neste regime ter´ıamos quarks e
gluons quase livres.
‖Veja apeˆndice B.
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Enquanto g for pequeno a teoria de perturbac¸o˜es utilizada na expansa˜o em lac¸os, que possui g como
paraˆmetro de expansa˜o, tem sentido. Vemos que isso ocorre para altas energias. Neste caso dizemos
que estamos no regime perturbativo ou na regia˜o ultravioleta. Neste regime, a QCD se mostra muito
bem sucedida uma vez que e´ capaz de fazer predic¸o˜es com precisa˜o experimental, dando credibilidade
nas teorias de Yang-Mills como teoria fundamental para as interac¸o˜es fortes.
Por outro lado, conforme a energia diminui a constante de acoplamento comec¸a a crescer. Ate´ que a
escala atinge o valor µ2 = Λ2QCD exp{16π2/11N} fazendo com que g = 1. A partir da´ı a expansa˜o
perturbativa deixa de fazer sentido e a teoria entra no chamado regime na˜o perturbativo ou na regia˜o
infravermelha. Contudo, podemos ser levianamente teimosos, de forma que, diminuindo mais ainda a
energia, chegamos ao chamado polo de Landau, µ = ΛQCD. Neste ponto a constante de acoplamento
explode, indicando uma escala em que na˜o podemos definir a teoria, nem mesmo levianamente. Pore´m,
se a energia diminuir mais ainda, a constante de acopalmento passa a ser imagina´ria e a teoria perde
completamente o sentido.
Podemos interpretar este problema como um limite de validade da quantizac¸a˜o das teorias de Yang-
Mills. De fato, este limite esta´ vinculado a` validade da teoria de perturbac¸o˜es. A quantizac¸a˜o como a
conhecemos pode ser caracterizada como uma quantizac¸a˜o perturbativa. Infelizmente um me´todo na˜o
perturbativo capaz de suplantar a teoria de perturbac¸o˜es na˜o esta´ dispon´ıvel. Desta forma, a regia˜o
infravermelha ainda permanece insolu´vel. A este problema se da´ o nome de problema infravermelho.
Devemos ressaltar que se acredita que as teorias de Yang-Mills descrevam realmente a QCD a baixas
energias. Essa crenc¸a vem do sucesso da teoria no setor de altas energias confirmando a existeˆncia de
quarks, da liberdade assinto´tica e toda a predic¸a˜o em F´ısica hadroˆnica que a QCD e´ capaz de fazer.
Mesmo que na˜o na forma (1.1), e´ de la´ que devemos partir para chegar a uma descric¸a˜o consistente da
QCD a baixas energias em termos de hadrons e bolas de gluons∗∗.
1.1.5 Non-perturbative methods
Como discutido anteriormente, na˜o conhecemos um algor´ıtimo capaz de resolver uma teoria quaˆntica
no regime de acoplamento forte, o que se faz neste caso sa˜o aproximac¸o˜es, tentativas de aprimorac¸a˜o
da teoria de perturbac¸o˜es etc... Neste estudo sa˜o encontradas muitas evideˆncias de fenoˆmenos na˜o
perturbativos que possuem influeˆncia na regia˜o infravermelha.
Em particular, o melhor me´todo na˜o perturbativo e´ a chamada QCD na rede, [54], onde o espac¸o-tempo
Euclideano e´ discretizado formando uma rede de pontos espaciais. Desta forma o espac¸amento entre
os pontos da rede e´ capaz de regularizar tanto as divergeˆncias ultravioletas como as infravermelhas.
Contudo, este me´todo exige um poderoso aparato computacional para efetuar suas simulac¸o˜es nume´ricas
de forma a resolver diretamente a integral de caminho. Tratamentos anal´ıticos na rede tambe´m existem,
mas na˜o possuem o poder das simulac¸o˜es nume´ricas. Obviamente existem problemas na rede a serem
enfrentados, por exemplo, o limite ao cont´ınuo.
Um outro me´todo de ana´lise na˜o perturbativa muito utilizado e´ o estudo atrave´s das equac¸o˜es de
Schwinger-Dyson, [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63]. Neste me´todo sa˜o feitos ansa¨tz para os propa-
gadores e suas propriedades, tais ansa¨tz sa˜o substitu´ıdos nas equac¸o˜es de Schwinger-Dyson. Para
resolver estas equac¸o˜es sa˜o utilizados me´todos nume´ricos em unia˜o com considerac¸o˜es fenomenolo´gicas.
Me´todos puramente anal´ıticos tambe´m sa˜o utilizados para o endendimento dos aspectos infravermelhos
das teorias de Yang-Mills. Por exemplo, sa˜o feitos os chamados estudos semi-perturbativos, atrave´s
das equac¸o˜es do grupo de renormalizac¸a˜o. Neste tratamento a teorias de Yang-Mills sa˜o estudadas no
aˆmbito dos fenoˆmenos cr´ıticos, pontos fixos e transic¸o˜es de fase. Muitas vezes a temperatura se torna
u´til para estudar estas duas fases da QCD, ultravioleta e infravermelha.
∗∗Do ingleˆs: glueballs.
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Outra aplicac¸a˜o anal´ıtica no setor infravermelho e´ o estudo de soluc¸o˜es cla´ssicas esta´veis, os bem
conhecidos instantons [35]. Tais configurac¸o˜es de va´cuo sa˜o utilizadas para tentar definir o va´cuo da
QCD e utiliza´-lo na expansa˜o perturbativa. Ainda se tratando do va´cuo da QCD, existe o interesse
recente em operadores com dimensa˜o de massa, cuja condensac¸a˜o pode influenciar o va´cuo da QCD
[3]. Tais condensados sa˜o estudados atrave´s de diferentes te´cnicas, desde a expansa˜o em produtos de
operadores (OPE††) ate´ a te´cnica de operadores compostos locais (Te´cnica LCO‡‡) [64]. Em particular,
a te´cnica LCO e´ um dos me´todos empregados nesta tese para o estudo de operadores locais de dimensa˜o
dois.
Devemos lembrar que operadores de dimensa˜o dois na˜o sa˜o os u´nicos de interesse na QCD, em par-
ticular condensados de va´cuo com outras dimenso˜es possuem um importante papel no comportameno
infravermelho das teorias de Yang-Mills. Exemplos famosos sa˜o o condensado de gluons
〈
F 2µν
〉
e o
condensado de quarks 〈qq〉 associado a gerac¸a˜o de massa dos quarks, veja [65] para mais detalhes.
Ainda, existem estudos baseados em uma dualidade entre as teorias de Yang-Mills e outras teorias que
descreveriam a QCD a baixas energias [35]. Em particular, uma dualidade bastante promissora consiste
no caso AdS/CFT, veja por exemplo [66], onde a QCD a baixas energias seria descrita por uma teoria
efetiva em termos de monopo´los e vo´rtices. Mesmo no supercondutor Abeliano existe uma dualidade
semelhante onde a teoria efetiva pode ser descrita em termos de vo´rtices e pares de Cooper, veja [1]
para o caso de treˆs dimenso˜es.
Finalmente, um dos mais importante tratamentos consiste no entendimento da pro´pria quantizac¸a˜o
das teorias de Yang-Mills. De fato, como discutimos acima, a quantizac¸a˜o parece falhar no limite de
baixas energias, desta forma se faz necessa´ria a aprimorac¸a˜o do me´todo de quantizac¸a˜o das teorias de
Yang-Mills. Este problema esta´ associado a`s chamadas ambigu¨idades de Gribov [67, 12]. Esta questa˜o
sera´ discutida na pro´xima sec¸a˜o e em detalhes na parte III desta tese.
De qualquer forma existe um consenso entre todos os me´todos empregados: O pro-blema infravermelho,
ou regime na˜o perturbativo, esta´ associado a dois fenoˆmenos f´ısicos ta˜o complexos quanto interessantes,
o confinamento de quarks e gluons e a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. E´ fa´cil entender que estes dois
efeitos na˜o sejam totalmente independentes entre si. Estes dois efeitos compoem o tema desta tese,
vamos entrar em mais detalhes na pro´xima sec¸a˜o. Ainda, veremos um terceiro fenoˆmeno, que dara´
suporte aos dois previamente citados, o chamado princ´ıpio de dominaˆncia Abeliana.
1.2 Some non-perturbative effects of QCD
1.2.1 Quark and gluon confinement
Atrave´s da ana´lise feita da constante de acoplamento renormalizada (1.10), vimos que atravessar o
polo de Landau sugere um tipo de transic¸a˜o de fase QCD. Uma fase onde quarks e gluons estariam
confinados devido ao grande valor da constante de acoplamento. Na transic¸a˜o de fase ocorreria a
formac¸a˜o de hadrons e bolas de gluons. Esta hipo´tese e´ confirmada sob o ponto de vista experimental
uma vez que quarks e gluons na˜o podem ser observados isoladamente. Na˜o obstante, de acordo com
a rede, o lac¸o de Wilson possui a intepretac¸a˜o de um paraˆmetro de ordem das fases da QCD. Sob o
ponto de vista da rede e´ indiscut´ıvel a confirmac¸a˜o da QCD confinante a baixas energias.
Uma forma ilustrativa simples de se entender o confinamento e´ imaginando um estado ligado de dois
quarks a baixas energias. Se tentamos separa´-los, a energia entre eles tende a aumentar devido a seu
acoplamento forte. Quando mais energia damos para separa´-los mais energia precisamos. Finalmente,
chegamos a uma quantidade de energia capaz de criar um novo par quark-antiquark. Neste momento
††Do ingleˆs: Operator Product Expansion.
‡‡Do ingleˆs: Local Composite Operator Technique.
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conseguimos separar os dois quarks iniciais, contudo, cada um deles se liga a um dos novos quarks
criados com a energia fornecida. Terminamos com dois estados ligados novamente confinados.
Te´cnicamente, o confinamento caracteriza a impossibilidade de existirem observa´veis carregando ı´ndices
de cor, ou seja, quantidades que carreguem carga de cor. Todos as quantidades observa´veis devem ser
sem cor, ou seja, sem ı´ndices livres na a´lgebra do grupo SU(N). Fisicamente, todos os observa´veis
a baixas energias seriam hadrons e bolas de gluons, lembrando que gluons carregam carga de cor, e
portanto na˜o sa˜o observa´veis.
Existem duas propostas principais para se explicar o confinamento, o mecanismo de supercondutividade
dual e o cena´rio de Gribov-Zwanziger. Nenhum destes tem a palavra final sobre o confinamento e
e´ muito poss´ıvel que sejam equivalentes ou ainda, necessa´rios um ao outro para uma compreensa˜o
completa do fenoˆmeno.
Dual superconductivity mecanism
Como o pro´prio nome sugere, o confinamento atrave´s da supercondutividade dual, [68, 69, 70], e´ uma
ide´ia inspirada no supercondutor Abeliano do tipo II. Suponhamos que ale´m do supercondutor, temos a
presenc¸a de monopo´los magne´ticos. Podemos pensar num tipo de fase supercondutora da QED quando
existem monopo´los de Dirac. Neste sistema, a condensac¸a˜o dos pares de Cooper produzem tubos de
fluxo magne´ticos cuja energia e´ proporcional a seu comprimento. Tais tubos possuem como fontes as
cargas magne´ticas de Dirac, que, por sua vez, ficam aprisionadas atrave´s dos tubos magne´ticos. Temos
assim, o confinamento de cargas magne´ticas atrave´s de tubos de fluxo magne´ticos.
Ainda, o sistema descrito acima possui uma segunda propriedade extraordina´ria, e-xiste uma simetria
dual entre os setores ele´trico e magne´tico. Desta forma, na teoria dual, ter´ıamos cargas ele´tricas
confinadas atrave´s de tubos de fluxo ele´tricos.
A generalizac¸a˜o deste mecanismo para o caso na˜o Abeliano pode prover uma explicac¸a˜o para o confina-
mento de quarks e gluons. Assim, cargas cromoele´tricas se confina-riam atrave´s de tubos cromoele´tricos.
A vantagem e´ que no caso na˜o Abeliano, monopo´los constituem configurac¸o˜es de va´cuo esta´veis, ou
seja, na˜o necessitamos inclu´ı-los na ma˜o, como no caso da QED.
Ainda, este mecanismo sugere o desacoplamento entre os setores ele´trico (Abeliano) e magne´tico (na˜o
Abeliano) da teoria. Tal decomposic¸a˜o deu origem ao estudo dos chamados calibres Abelianos, onde a
fixac¸a˜o de calibre e´ feita de forma diferente nos setores Abeliano e na˜o Abeliano [71].
Gribov-Zwanziger scenario
Outro mecanismo que poderia explicar o confinamento esta´ relacionado a` pro´pria quantizac¸a˜o das
teorias de Yang-Mills. Em [67], Gribov chamou a atenc¸a˜o para o fato de que fixar o calibre na˜o e´
suficiente para eliminar a simetria de calibre. De fato, uma simetria de calibre residual sobrevive ao
processo de quantizac¸a˜o perturbativa e seus efeitos se tornam evidentes na regia˜o infravermelha. Este
problema, chamado ambigu¨idades de Gribov, e´ na verdade uma patologia das teorias de Yang-Mills, e
na˜o de um calibre espec´ıfico; As ambigu¨idades de Gribov existira˜o em qualquer calibre, [72].
Uma quantizac¸a˜o mais eficiente no caso do calibre de Landau, dando conta das ambigu¨idades de
Gribov, colocaria a teoria no verdadeiro va´cuo da QCD. Neste va´cuo gluons deixam de fazer parte do
espectro f´ısico da teoria e pelo menos uma grande parte das divergeˆncias infravermelhas sa˜o eliminadas.
Mais recentemente foram encontradas evideˆncias de que configurac¸o˜es topolo´gicas de va´cuo habitam
o va´cuo de Gribov-Zwanziger [73]. Ainda, neste va´cuo, pode-se identificar o surgimento de forc¸as de
longo alcance, indicando confinamento.
Um ponto importante e´ o fato de que algumas divergeˆncias infravermelhas sobreviventes podem vir
a possuir interpretac¸o˜es f´ısicas fundamentais para o pro´prio mecanismo de confinamento, contudo,
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mudando o calibre, tais interpretac¸o˜es se mostram um tanto obscuras [14, 15, 20, 23, 25]. Este
problema indica que o mecanismo de Gribov-Zwanziger de confinamento pode variar de calibre para
calibre.
Este mecanismo vincula o confinamento e as divergeˆncias infravermelhas ao problema mais fundamental
de uma teoria, o problema de quantiza´-la consistentemente. Sendo um dos principais temas desta tese,
este problema sera´ discutido em detalhes na terceira parte desta tese. Note ainda que, mesmo que este
cena´rio na˜o seja capaz de dar uma completa explicac¸a˜o ao confinamento e/ou dar conta das divergeˆncias
infravermelhas, o tratamento das ambigu¨idades de Gribov se faz necessa´rio para uma teoria quaˆntica
consistente e completa.
1.2.2 Dynamical mass generation
Como vimos na sec¸a˜o anterior, as teorias de Yang-Mills esta˜o impregnadas de divergeˆncias infravermel-
has. Este na˜o e´ um problema espec´ıfico do caso quadridimensional, por exemplo, em treˆs dimenso˜es a
teoria e´ superenormaliza´vel, contudo as divergeˆncias infravermelhas sa˜o ainda mais patolo´gicas. Surge
enta˜o a pergunta: Se as teorias de Yang-Mills realmente descrevem o setor infravermelho, como a
pro´pria teoria se livra das divergeˆncias?
Vimos anteriormente que o tratamento das ambigu¨idades de Gribov resolvem grande parte do problema
infravermelho, contudo, as divergeˆncias residuais possuem um cara´ter estranho devido a dependeˆncia
no calibre escolhido. Uma hipo´tese bastante aceita que resolveria completamente o problema das
divergeˆncias infravermelhas e´ que exista o chamado gap de massa, ou seja, de alguma forma, existe
uma massa dentro da teoria que regularizaria as divergeˆncias infravermelhas de maneira invariante de
calibre.
Note ainda, que, devido ao confinamento e ao fato de os gluons interagirem entre si, podem existir
estados ligados compostos puramente por gluons, as bolas de gluons. E´ muito dif´ıcil aceitar que tais
estados sejam formados por excitac¸o˜es na˜o massivas, ou seja, dever´ıamos ter excitac¸o˜es viajando na
velocidade da luz formando um estado ligado com uma massa considera´vel, da ordem de pelo menos
≈ 1.63GeV [66].
Assim, esta massa apareceria apo´s o processo de renormalizac¸a˜o da teoria, devido a efeitos quaˆnticos
internos. Portanto, a teoria seria renormaliza´vel, unita´ria e, ainda, livre de divergeˆncias infravermelhas.
Muitos dos me´todos na˜o perturbativos discutidos na sec¸a˜o anterior mostram evideˆncias da massa
dinaˆmica. No caso da QCD na rede, paraˆmetros de massa sa˜o utilizados para ajustar os dados obtidos
[74, 75, 76, 77, 78, 79, 80]. Contudo, na rede, e´ muito dif´ıcil determinar a origem destes paraˆmetros.
No aˆmbito fenomenolo´gico, temos as equac¸o˜es de Schwinger-Dyson, onde paraˆmetros de massa sa˜o
utilizados nos propagadores como ansa¨tz para resolver as equac¸o˜es. Em particular, o estudo de conden-
sados de dimensa˜o dois pode dar muitas evideˆncias da existeˆncia dessa massa, [3]. Sendo este u´ltimo
um principal tema desta tese, vamos deixar a discussa˜o para a pro´xima parte.
E´ importante ter em mente que simplesmente uma teoria de Yang-Mills massiva na˜o e´ a resposta
para esta questa˜o. Tal modelo possui problemas de renormalizabilidade, de fato, este modelo so´ e´
renormaliza´vel no calibre de Landau, [81], e mesmo assim, devido ao fato de as transformac¸o˜es BRST
na˜o serem nilpotentes, o modelo na˜o e´ unita´rio.
1.2.3 Abelian dominance
Para terminar este cap´ıtulo introduto´rio, vamos entender o princ´ıpio de dominaˆncia Abeliana [82]. Tal
princ´ıpio diz que, a baixas energias, a QCD seria descrita apenas por graus de liberdade Abelianos.
Note que existem confirmac¸o˜es deste fenoˆmeno tambe´m na rede [83, 84, 85].
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Esta ide´ia na˜o so´ e´ compat´ıvel com a ide´ia de confinamento via supercondutividade dual e da gerac¸a˜o
dinaˆmica de massa, como reforc¸a tais ide´ias. Entender esta ide´ia e´ muito simples. No caso do confi-
namento via supercondutividade dual, vimos que este mecanismo requer um desacoplamento entre os
setores Abeliano e na˜o Abeliano. Da mesma forma, a dominaˆncia Abeliana requer tal desacoplamento.
Com relac¸a˜o a` gerac¸a˜o dinaˆmica de massa a questa˜o seria um pouco mais elaborada. Suponhamos
que exista uma massa dinaˆmica para o glu´on. Neste caso, se houvesse a quebra de degeneresceˆncia
desta massa, ter´ıamos o desacoplamento entre gluons Abelianos e na˜o Abelianos. Ainda, a massa na˜o
Abeliana deveria ser maior que a massa Abeliana. Desta forma, para energias menores que a massa na˜o
Abeliana, este setor desacoplaria do espectro uma vez que na˜o haveria energia para criar pares com tal
massa. Finalmente, a teoria estaria composta apenas por graus de liberdade Abelianos.
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Chapter 2
This thesis
Vimos na introduc¸a˜o como os efeitos na˜o perturbativos sa˜o importantes para se determinar o com-
portamento infravermelho das teorias de Yang-Mills. Obviamente, a discussa˜o apresentada e´ suficiente
para motivar toda e qualquer pesquisa sobre efeitos na˜o perturbativos das teorias de Yang-Mills. No
entanto, vamos ser um pouco mais espec´ıficos neste sentido e enumerar objetivamente as motivac¸o˜es
deste estudo. Em seguida apresentaremos nossas propostas e os respectivos resultados.
2.1 Motivations
As pricipais motivac¸o˜es para se estudar os Aspectos na˜o perturbativos das teorias de Yang-Mills podem
ser resumidos em um u´nico: O entendimento da regia˜o infravermelha da QCD. Contudo, apesar de um
grande estudo ter sido feito, muitos aspectos foram deixados de lado em benef´ıcio de uma profunda
pesquisa pesquisa em dois aspectos particulares: A gerac¸a˜o dinaˆmica de massa devido a condensac¸a˜o
de operadores de dimensa˜o dois e as ambigu¨idades de Gribov.
A principal motivac¸a˜o para a massa dinaˆmica vem da hipo´tese sobre a existeˆncia de um regularizador
infravermelho. Ainda, temos o apoio e incentivo proveniente de simulac¸o˜es nume´ricas na rede. Na QCD
na rede, e´ muito dif´ıcil determinar a origem f´ısica de paraˆmetros de massa utilizados no ajuste de dados
[74, 75, 76, 77, 78, 79, 80]. Desta forma, um estudo puramente anal´ıtico se faz necessa´rio para se
compreender tais paraˆmetros. Da mesma forma, massas sa˜o utilizadas para parametrizar propagadores
no estudo atrave´s das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson. Introduzidos atrave´s de ansa¨tze, tais paraˆmetros
sa˜o interpretados como uma gerac¸a˜o dinaˆmica de massa, contudo, sua origem f´ısica permanece obscura
[55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63].
Desta forma o estudo puramente anal´ıtico e´ muito bem vindo no intuito de dar evideˆncias sobre a origem
f´ısica destes paraˆmetros. Em particular, para encontrar evideˆncias anal´ıticas da massa dinaˆmica optamos
por um estudo detalhado de operadores de dimensa˜o dois para poss´ıvel condensac¸a˜o. Tal escolha e´
motivada pelo fato de haver um me´todo anal´ıtico bastante completo para estudar estes condensados,
o chamado me´todo LCO [64].
O outro aspecto na˜o perturbativo amplamente discutido nesta tese dispensa muitos motivos. As am-
bigu¨idades de Gribov esta˜o relacionadas com a pro´pria quantizac¸a˜o das teorias de Yang-Mills e seu
comportamento infravermelho. Ademais, existe ainda uma motivac¸a˜o extra, o fato de existir uma ac¸a˜o
local e renormaliza´vel que descreve as teorias de Yang-Mills no calibre de Landau com a eliminac¸a˜o de
um grande nu´mero das ambi-guidades de Gribov, [86, 87, 88], a chamada ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger.
Com esta ac¸a˜o a integral de caminho possui dom´ınio de integrac¸a˜o restrito a uma regia˜o finita do
23
24 CHAPTER 2. THIS THESIS
espac¸o funcional das configurac¸o˜es de calibre, a chamada regia˜o de Gribov. Tal ac¸a˜o fornece o cena´rio
ideal para se fazer ca´lculos expl´ıcitos.
Ainda, devido ao fato de o estudo sobre as ambigu¨idades de Gribov ter sido desenvolvido exclusivamente
nos calibres de Landau e Coulomb, temos bons motivos para iniciar discusso˜es sobre as ambigu¨idades
de Gribov em outros calibres.
2.2 Proposals and results
Nossa proposta consiste no estudo de condensados de dimensa˜o dois atrave´s do me´todo LCO de forma
a estudar a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa para os gluons nas teorias de Yang-Mills. Com este me´todo,
somos capazes de analizar a renormalizabilidade de um operador de massa e calcular o potencial efetivo
associado a este operador. Desta forma podemos fazer uma ana´lise deste potencial atrave´s do grupo
de renormalizac¸a˜o e procurar soluc¸o˜es que favorec¸am dinamicamente um condensado na˜o trivial. Tal
condensado pode ser relacionado a uma massa gerada dinamicamente para os gluons.
De fato, partimos de um estudo de diversos operadores de dimensa˜o dois invariantes de calibre, na˜o
locais. Mostramos que existem duas classes distintas destes operadores. Tais operadores sa˜o incom-
pat´ıveis com o me´todo LCO∗. Contudo, mostramos que as duas classes esta˜o relacionadas, no calibre
de Landau, com o operador local AaµA
a
µ que na˜o e´ invariante de calibre. Desta forma, o estudo da
condensac¸a˜o deste operador pode dar evideˆncias importantes sobre a gerac¸a˜o de massa e pistas sobre
um regularizador invariante de calibre proveniente da condensac¸a˜o de operadores invariantes de calibre.
Uma outra classe de operadores compostos locais de dimensa˜o dois sa˜o os operadores fantasmas cujo
efeito e´ gerar massa taquioˆnica para o glu´on [89, 90]. Nesta tese apresentamos um estudo conjunto do
operadores AaµA
a
µ e gf
abcc¯bcc atrave´s do me´todo LCO, apresentando resultados formais e resultados
expl´ıcitos bem como interessantes efeitos f´ısicos. No caso de ca´lculos expl´ıcitos, nos limitamos ao
caso SU(2), por motivos de simplicidade. Esta ana´lise, disposta no Cap´ıtulo 4, tem como resultados,
publicados em [16], os que se seguem:
• O formalismo LCO para os operadores AaµAaµ e fabcc¯bcc e´ renormaliza´vel a todas as ordens em
teoria de perturbac¸o˜es. A prova foi feita em conjunto com a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica.
• Os operadores compostos AaµAaµ e fabcc¯bcc na˜o possuem dimensa˜o anoˆmala independente. De
fato, devido a`s relac¸o˜es entre os fatores de renormalizac¸a˜o multiplicativa,
ZA2 = ZgZ
−1/2
A ,
Zfc¯c = Z
1/2
A , (2.1)
temos que as dimenso˜es anoˆmalas correspondentes sa˜o dadas por
γA2(g
2) = −
[
β(g2)
2g2
+ γA(g
2)
]
,
γfc¯c(g
2) = γA(g
2) , (2.2)
preservando os resultados anteriores, onde os operadores foram estudados separadamente. Em
(2.2) β(g2) e γA(g
2) sa˜o, respectivamente, as dimenso˜es anoˆmalas da constante de acoplamento
e do campo de calibre.
∗Veja apeˆndice B.
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• Demonstramos explicitamente† que a ac¸a˜o quaˆntica efetiva obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o.
• A existeˆncia de condensados na˜o trivias 〈AaµAaµ〉 e 〈fabcc¯bcc〉 e´ favorecida dinamicamicamente,
uma vez que a energia do va´cuo correspondente e´ sempre negativa, independentemente da escala
escolhida.
• Calculamos de forma consistente com o grupo de renormalizac¸a˜o, a energia do va´cuo, bem como
os valores dos condensados 〈AaµAaµ〉 ∝ m2 e 〈εabcc¯bcc〉 ∝ ω˜. Estes sa˜o,
m2 ≈ 3.07Λ2
MS
,
ω˜ ≈ 18.48Λ2
MS
,
Evac ≈ −1.15Λ4MS . (2.3)
• Foi mostrado para o caso geral SU(N) que o propagador do glu´on permanece transverso a todas
as ordens em teoria de perturbac¸o˜es.
• Da mesma forma, foi demonstrado que a polarizac¸a˜o do va´cuo na˜o e´ trasnversa devido, exclusi-
vamente, a presenc¸a do condensado 〈εabcc¯bcc〉.
• Calculamos explicitamente os valores da massa do glu´on gerada dinamicamente por estes con-
densados levando em considerac¸a˜o as correc¸o˜es a um lac¸o, encontrando os valores
m2Ab ≈ 1.66Λ2MS ,
m2nAb ≈ 2.34Λ2MS , (2.4)
de onde identificamos a quebra da degeneresceˆncia da massa do glu´on, associada a quebra
da transversalidade da polarizac¸a˜o do va´cuo. Este resultado pode ser interpretado como uma
evideˆncia da dominaˆncia Abeliana no calibre de Landau.
No Cap´ıtulo 6, fizemos um estudo detalhado do operador AaµA
a
µ quando levamos em conta o horizonte
de Gribov. Incorporamos o operador AaµA
a
µ na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger atrave´s do me´todo LCO. Os
resultados desta ana´lise foram publicados em [6, 8, 11]. Inicialmente fizemos uma ana´lise a um lac¸o
da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger sem considerar o operador AaµA
a
µ. Os resultados provenientes desteste
estudo sa˜o os que se seguem:
• Devido a renormalizbilidade da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger o paraˆmetro de Gribov γ na˜o possuem
dimensa˜o anoˆmala independente. De fato, devido a` relac¸a˜o,
Zγ2 = Z
−1/2
g Z
−1/4
A , (2.5)
temos que a dimensa˜o anoˆmala correspondente e´ dada por
γγ2(g
2) = −1
2
[
β(g2)
2g2
− γA(g2)
]
, (2.6)
• Demonstramos explicitamente‡ que a ac¸a˜o quaˆntica efetiva obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o.
†A menos que o contra´rio seja especificado, todas os resultados apresentados daqui para frente, nesta lista, foram
obtidos para o caso SU(2) a um lac¸o no esquema de renormalizac¸a˜o MS utilizando regularizac¸a˜o dimensional.
‡A menos que o contra´rio seja especificado, todos os resultados apresentados daqui para frente foram obtidos na
aproximac¸a˜o de um lac¸o no esquema de renormalizac¸a˜o MS utilizando regularizac¸a˜o dimensional.
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• Foi demonstrado formalmente que, independentemente do esquema de renormali-zac¸a˜o e da
escala, a energia do va´cuo na presenc¸a do horizonte e´ sempre positiva.
• Na˜o foi poss´ıvel encontrar uma soluc¸a˜o para γ consistente com as equac¸o˜es do grupo de renor-
malizac¸a˜o pois na˜o foi poss´ıvel encontrar um paraˆmetro de expansa˜o suficientemente pequeno
para dar sentido a se´rie perturbativa. Esse resultado foi obtido a um e dois lac¸os.
Apo´s esta ana´lise inicial, foi feita a inclusa˜o do operador AaµA
a
µ, provendo os seguintes resultados
• O formalismo LCO para o operador AaµAaµ na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger e´ renormaliza´vel a todas
as ordens em teoria de perturbac¸o˜es. A prova foi feita em conjunto com a teoria de renormalizac¸a˜o
alge´brica.
• O operador composto AaµAaµ e o paraˆmetro de Gribov γ na˜o possuem dimensa˜o anoˆmala inde-
pendente. De fato, devido a`s relac¸o˜es,
ZA2 = ZgZ
−1/2
A ,
Zγ2 = Z
−1/2
g Z
−1/4
A , (2.7)
temos que as dimenso˜es anoˆmalas correspondentes sa˜o dadas por
γA2(g
2) = −
[
β(g2)
2g2
+ γA(g
2)
]
,
γγ2(g
2) = −1
2
[
β(g2)
2g2
− γA(g2)
]
, (2.8)
preservando os resultados anteriores, onde o horizonte e o operador AaµA
a
µ foram estudados
separadamente.
• Demonstramos explicitamente§ que a ac¸a˜o quaˆntica efetiva obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o.
• Foi demonstrado, independentemente da escala escolhida, que na˜o e´ poss´ıvel existir uma soluc¸a˜o
comm2 > 0 para equac¸a˜o do gap definindo o horizonte. Para o casom2 > 0 apenas uma soluc¸a˜o
e´ permitida. Ainda assim, uma soluc¸a˜o consistente na˜o foi encontrada no esquema MS.
• Providenciamos para que as equac¸o˜es renormalizadas fossem escritas sob um cena´rio otimizado, no
sentido de que reduzimos a dependeˆncia no esquema de renormali-zac¸a˜o escolhido. A dependeˆncia
e´ descrita por apenas um paraˆmetro, b0, associado a renormalizac¸a˜o da cosntante de acoplamento
g.
• No cena´rio otimizado, o esquema MS corresponde ao caso b0 = 0. A soluc¸a˜o neste caso, com
paraˆmetro de expansa˜o relativamente pequeno, N16π2x ≈ 0.340, e´ dada por¶
λ̂4x−2b ≈ 15.66Λ4
MS
,
m̂2x−a ≈ −1.40Λ2
MS
,
Evac ≈ 0.11Λ4MS . (2.9)
§A menos que o contra´rio seja especificado, todos os resultados apresentados daqui para frente foram obtidos na
aproximac¸a˜o de um lac¸o no esquema de renormalizac¸a˜o MS utilizando regularizac¸a˜o dimensional.
¶O paraˆmetro λ nada mais e´ que o pro´prio paraˆmetro de Gribov, com diferente normalizac¸a˜o, λ ∝ γ.
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Para o caso de dependeˆncia m´ınima no esquema de renormalizac¸a˜o, caso b0 ≈ 0.425, a soluc¸a˜o
e´ dada por
λ̂4x−2b ≈ 2.07Λ4
MS
,
m̂2x−a ≈ −0.23Λ2
MS
,
Evac ≈ 0.019Λ4MS , (2.10)
onde o paraˆmetro de expansa˜o e´ satisfatoriamente pequeno, N16π2x ≈ 0.047.
Por fim, ainda no Cap´ıtulo 6, foi fornecida uma discussa˜o sobre as consequeˆncias da presenc¸a do
paraˆmetro de massa dinaˆmica e do paraˆmetro de Gribov:
• O propagador do glu´on, no n´ıvel a´rvore, se apresenta com o comportamento tipo Stingl [91]
Dabµν(q) = δ
ab q
2
q4 +m2q2 + λ
4
4
(
δµν − qµqν
q2
)
. (2.11)
• O propagador do glu´on e´ suprimido no limite infravermelho. Sendo que D(0) = 0.
• O propagador do glu´on viola o princ´ıpio de positividade, exceto na auseˆncia do horizonte, λ = 0.
• Devido a condic¸a˜o de horizonte, o propagador dos campos de Faddeev-Popov, apre-sentam com-
portamento singular infravermelho tipo Gribov
δab
N2 − 1
〈
cacb
〉
q≈0 ≈
1
q4
. (2.12)
Finalmente, no Cap´ıtulo 7, fornecemos o primeiro estudo anal´ıtico das ambigu¨idades de Gribov nos
calibres lineares covariantes. Os resultados sa˜o os que seguem:
• Foi identificada uma regia˜o no espac¸o funcional das configurac¸o˜es de calibre que pode ser utilizada
para eliminar as co´pias de Gribov infinitesimais‖,
Ω ≡ {Aaµ ∣∣ Aaµ = AaTµ +AaLµ , MabT > 0} . (2.13)
onde,
MabT = −∂µ
(
∂µ − gfabcAcTµ
)
. (2.14)
e AT e´ a componente transversa do campo de calibre e AL a componente longitudinal do mesmo.
• O efeito da restric¸a˜o aparece nos propagadores da teoria.
• O propagador do glu´on e´ dado por
Dabµν(k) = δ
ab
[
k2
k4 + 2Ng2γ4
(
δµν − kµkν
k2
)
+
α
k2
kµkν
k2
]
. (2.15)
onde γ e´ o paraˆmetro de Gribov, determinado atrave´s de uma equac¸a˜o de gap ideˆntica ao caso
do calibre de Landau, a um lac¸o.
‖Todos resultados que se seguem foram obtidos exclusivamente para o caso em que o paraˆmetro de calibre e´
pequeno, α≪ 1.
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• Quando a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa e´ levada em considerac¸a˜o o propagador encontrado e´ na
forma
Dabµν(k) = δ
ab
[
k2
k4 +m2k2 + 2Ng2γ4
(
δµν − kµkν
k2
)
+
α
k2 + αm2
kµkν
k2
]
. (2.16)
com equac¸a˜o de gap dada por
3
4
Ng2
∫
d4q
(2π)
4
1
q4 +m2q2 + 2Ng2γ4
= 1 . (2.17)
• Os setores transverso e logitudinal sa˜o suprimidos no limite infravermelho. O paraˆmetro de Gribov
e´ responsa´vel pela supressa˜o do setor transverso enquanto a massa forc¸a a supressa˜o no setor
longitudinal.
• O propagador dos campos de Faddeev-Popov na˜o apresentam o comportamento 1/k4.
• Devido a equac¸a˜o do gap, a func¸a˜o de Green (MT )−1 = [−∂µ (δab∂µ − gfabcAcTµ )]−1 apresenta
comportamento singular forte no limite infravermelho,
1
N2 − 1
[(MT (k))−1]aa ∣∣∣∣
k→0
∝ 1
k4
. (2.18)
• O calibre de Landau e suas propriedades sa˜o recuperadas no limite α→ 0.
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Chapter 3
Condensation of dimension two
operators
Neste cap´ıtulo vamos iniciar o estudo de operadores de dimensa˜o dois∗ como motivac¸a˜o para se entender
a poss´ıvel condensac¸a˜o destes operadores de forma a gerar uma massa dinaˆmica para os gluons.
Discutiremos os operadores de massa invariantes de calibre. Comec¸ando com o caso mais simples,
ou seja, o caso Abeliano, veremos que existem quatro tipos de operadores de massa invariantes de
calibre. Contudo, estes operadores se mostram equivalentes entre si, ao n´ıvel cla´ssico. Ao se generalizar
tais operadores para o caso na˜o Abeliano, veremos que existem duas classes distintas. Ainda, estes
operadores na˜o Abelianos se mostram na˜o locais e/ou na˜o renormaliza´veis quando introduzidos na ac¸a˜o
de Yang-Mills acoplados a paraˆmetros de massa. Os detalhes desta ana´lize podem ser encontrados em
[17].
Em seguida, mostraremos que, no caso espec´ıfico do calibre de Landau, podemos relacionar as duas
classes de operadores invariantes de calibre com o operador local AaµA
a
µ, motivando assim o estudo
deste operador. Lembramos que este operador tem sido extensamente estudado nos u´ltimos anos, veja
[92, 93, 94, 95, 96, 64, 97, 81, 98, 99, 2, 5, 7, 100, 101, 11, 102, 103, 104, 105, 106] e refereˆncias.
Revisaremos o me´todo LCO para este operador, e a respectiva gerac¸a˜o dinaˆmica de massa, [64, 97, 81,
99, 2], no calibre de Landau.
Finalmente, apresentaremos os operadores locais compostos por campos fantasmas, que tambe´m teˆm
chamado a atenc¸a˜o nos u´ltimos anos [107, 108, 109, 110, 89, 111, 96, 7, 16]. Obviamente tais
operadores na˜o sa˜o invariantes de calibre, uma vez que os campos de Faddeev-Popov aparecem devido
a fixac¸a˜o de calibre. Contudo, tais operadores proporcionam interessantes consequeˆncias f´ısicas nas
teorias de Yang-Mills. Faremos um resumo dos principais efeitos relacionados a condensac¸a˜o destes
operadores, no calibre de Landau. Em particular, abordaremos a questa˜o atrave´s do me´todo LCO.
3.1 Gauge invariant operators
3.1.1 Abelian case
Consideremos o limite Abeliano das teorias de Yang-Mills, ou seja, a ac¸a˜o da QED, [36, 37, 112],
SQED =
1
4
∫
d4xFµνFµν , (3.1)
∗Como frizamos na primeira parte desta tese, tais operadores tambe´m sa˜o chamados de operadores de massa.
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onde o tensor eletromagne´tico e´ dado por
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (3.2)
Lembramos que a ac¸a˜o da QED e´ invariante sob transformac¸o˜es de calibre na forma
δAµ = −∂µω , (3.3)
onde ω e´ o paraˆmetro do grupo de calibre U(1).
O objeto invariante de calibre mais simples que podemos considerar com o campo Aµ e´ a componente
transversa deste campo, ATµ ,
ATµ =
(
δµν − ∂µ∂ν
∂2
)
Aν . (3.4)
Desta forma, um operador de dimensa˜o dois associado seria
OAbel1 (A) =
∫
d4xATµA
T
µ . (3.5)
A segunda possibilidade e´ considerar a quantidade
∫
d4xAµAµ e minimiza´-la com respeito a trans-
formac¸o˜es de calibre, veja [92, 93],
OAbel2 (A) = A2min = min
∫
d4xAµAµ . (3.6)
E´ importante ressaltar que foi provado em [93] que o funcional A2min e´ um paraˆmetro de ordem para o
estudo da transic¸a˜o de fase da QED compacta em treˆs dimenso˜es.
Uma terceira possibilidade para um operador de massa invariante de calibre no caso Abeliano seria
considerar o termo de Stu¨ckelberg, dado por, [113]
OAbel3 (A) =
∫
d4x (Aµ + ∂µφ)
2 , (3.7)
onde φ e´ um campo escalar sem dimensa˜o. O operador OAbel3 (A) e´ invariante sob a transformac¸a˜o
(3.3) juntamente com
δφ = ω . (3.8)
Curiosamente, o termo de Stu¨ckelberg (3.7) pode ser reescrito na forma de um modelo sigma de calibre
com simetria U(1),
OAbel3 (A) =
∫
d4x
(
Aµ − i
e
G−1∂µG
)2
. (3.9)
com
G = eieφ . (3.10)
De forma que as transformac¸o˜es de calibre (3.3) e (3.8) sa˜o agora dadas por
Aµ → Aµ + i
e
V −1∂µV ,
G → GV , (3.11)
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onde
V = eieω . (3.12)
Esta propriedade sera´ importante para discutirmos a generalizac¸a˜o do termo de Stu¨ckelberg no caso
na˜o Abeliano.
A quarta e u´ltima possibilidade de um operador invariante de calibre e´ dada pelo objeto na˜o local
OAbel4 (A) = −
1
2
∫
d4xFµν
1
∂2
Fµν . (3.13)
Apesar da forma aparentemente diferente de cada um destes operadores, pode-se mostrar facilmente,
veja detalhes em [17], que estes operadores sa˜o equivalentes ao n´ıvel cla´ssico,
OAbel1 (A) ≡ OAbel2 (A) ≡ OAbel3 (A) ≡ OAbel4 (A) , (3.14)
Ainda, no caso Abeliano, estes operadores sa˜o renormaliza´veis quando acoplados a um paraˆmetro de
massa, [17]. Por exemplo, ac¸a˜o
S = SYM +
m
2
OAbel4 (A) , (3.15)
e´ renormaliza´vel. Para isso, o termo na˜o na˜o local pode ser colocado numa forma local com a ajuda
de campos auxiliares. Mais detalhes podem ser encontrados em [17].
3.1.2 Non-Abelian case
No caso Abeliano todos os operadores invariantes de calibre discutidos se mostraram equivalentes entre
si, (3.14). Consideremos agora o caso mais interessante, ou seja, a ac¸a˜o de Yang-Mills (1.1), que
descreve o caso na˜o Abeliano. Veremos agora como estes operadores se generalizam ao caso na˜o
Abeliano e ate´ onde a relac¸a˜o de equivaleˆncia (3.14) permanece va´lida.
Operator A2min
O operator OAbel2 da expresa˜o (3.6) pode ser generalizado ao caso na˜o Abeliano considerando a min-
imizac¸a˜o do funcional Tr
∫
d4xAUµA
U
µ ao longo da o´rbita de calibre de A
a
µ, [114, 115, 116, 117, 118,
92, 93], de acordo com
A2min ≡ min{U} Tr
∫
d4xAUµA
U
µ ,
AUµ = U
†AµU +
i
g
U †∂µU . (3.16)
A segunda das (3.16) e´ tida como a definic¸a˜o da o´rbita de calibre.
E´ importante ter em mente que, apesar de o processo de minimizac¸a˜o acima descrito fazer com que
o operador A2min se torne invariante de calibre, devemos ressaltar que encontrar a forma expl´ıcita do
m´ınimo absoluto alcanc¸ado pelo funcional Tr
∫
d4xAUµA
U
µ consiste em um passo altamente na˜o trivial.
Na pra´tica, encontrar o m´ınimo absoluto deste operador requer a soluc¸a˜o do problema das ambigu¨idades
de Gribov†. Contudo, foi demonstrado em [114, 115, 116, 117, 118] que o operador Tr
∫
d4xAUµA
U
µ
†Esta questa˜o sera´ discutida na terceira parte desta tese.
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atinge seu m´ınimo absoluto ao longo da o´rbita de Aaµ. Como discutido em [17], uma configurac¸a˜o de
m´ınimo relativo de Tr
∫
d4xAUµA
U
µ e´ obtida quando, por exemplo, U = h de forma que A
h
µ e´ um campo
transverso, ∂µA
h
µ = 0. A forma expl´ıcita de A
h
µ e´ dada por uma se´rie de poteˆncias em A
a
µ, [119],
Ahµ =
(
δµν − ∂µ∂ν
∂2
){
Aν − ig
[
1
∂2
∂A,Aν
]
+
ig
2
[
1
∂2
∂A, ∂ν
1
∂2
∂A
]
+O(A3)
}
. (3.17)
Substituindo a expressa˜o (3.17) em (3.16) deduzimos uma expressa˜o em se´ries de poteˆncias em Aaµ
para o operador A2min,
A2min =
1
2
∫
d4x
[
Aaµ
(
δµν − ∂µ∂ν
∂2
)
Aaν − gfabc
(
∂ν
∂2
∂Aa
)(
1
∂2
∂Ab
)
Acν
]
+O(A4) .
(3.18)
Ainda, a configurac¸a˜o de m´ınimo relativo Ahµ e´ tal que, ale´m de transversa e´, ordem a ordem em g,
invariante de calibre, veja em [17]. Esta simples propriedade mostra que A2min tambe´m generaliza o
operador OAbel1 definido em (3.5).
Stu¨ckelberg term
O termo de Stu¨ckelberg, OAbel3 , dado em (3.7), pode ser generalizado ao caso na˜o Abeliano, [113], de
acordo com a expresa˜o
OS = Tr
∫
d4x
(
Aµ − i
g
G−1∂µG
)2
, (3.19)
onde
G = eigφ
aTa , (3.20)
com φa sendo um campo escalar sem dimensa˜o. A expressa˜o (3.19) e´ invariante sob transformac¸o˜es de
calibre na forma
Aµ → V −1AµV + i
g
V −1∂µV ,
G → GV . (3.21)
De acordo com [120, 17], o termo de Stu¨ckelberg e´ classicamente equivalente ao ope-rador A2min. A
prova e´ feita, [120, 17], extra´ındo as equac¸o˜es de movimento de φa a partir de (3.19) e substituindo-as
no mesmo, encontrando a relac¸a˜o de equivaleˆncia
OS ≡ A2min . (3.22)
Operator tr
∫
d4xFµν
1
D2Fµν
O u´ltimo operador Abeliano a ser generalizado seria
∫
d4xFµν
1
∂2Fµν , exposto na expressa˜o (3.13). De
acordo com [121] tal generalizac¸a˜o e´ feita facilmente atrave´s da subs-tituic¸a˜o da derivada ordina´ria pela
derivada covariante, ∂ → D, ou seja,
Oo = Tr
∫
d4xFµν
1
D2
Fµν =
1
2
∫
d4xF aµν
[
(D2)−1
]ab
F bµν . (3.23)
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No caso Abeliano, todos os quatro operadores considerados eram, de fato, equivalentes entre si. Aqui,
no caso na˜o Abeliano, vimos que a generalizac¸a˜o dos operadores OAbel1 , OAbel2 e OAbel3 sa˜o equivalentes
entre si. Contudo, o operador Oo se mostra diferente de A2min. Para vermos isso, basta observarmos a
expressa˜o de A2min em termos do tensor intensidade de campo, [115],
A2min = −
1
2
Tr
∫
d4x
(
Fµν
1
D2
Fµν + 2i
1
D2
Fλµ
[
1
D2
DκFκλ,
1
D2
DνFνµ
]
−2i 1
D2
Fλµ
[
1
D2
DκFκν ,
1
D2
DνFλµ
])
+O(F 4) . (3.24)
Portanto, no caso na˜o Abeliano temos duas classes de operadores de massa invariantes de calibre.
3.1.3 Discussion
Discutimos, nas teorias de Yang-Mills, quatro operadores de dimensa˜o dois invariantes de calibre que
podem estar relacionados com o fenoˆmeno da gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. Mostramos que, de fato,
existem duas classes de operadores, uma dada pelo operador A2min e suas representac¸o˜es e outra dada
pelo operador Oo. Nos resta agora saber o que fazer com estes operadores, ou seja, como estudar os
efeitos que estes causam na teoria e como associa´-los a uma massa dinaˆmica.
Como proposto em [17], podemos pensar em considerar modelos massivos na forma
Sm = SYM +
m2
2
Oi , (3.25)
onde Oi ∈ {A2min,Oo} e o paraˆmetro de massa m2, ao inve´s de ser um paraˆmetro livre, seria fixado
atrave´s de uma equac¸a˜o de gap. No caso de A2min, a ac¸a˜o (3.25) se torna dif´ıcil de se lidar devido
ao fato de A2min ser dado por uma expansa˜o em A
a
µ com termos altamente na˜o locais, (3.26). Um
conhecimento da soluc¸a˜o do problema de Gribov se mostra necessa´rio para lidar com tal operador‡.
Poder´ıamos ainda ter a esperanc¸a de nos depararmos com uma teoria renormaliza´vel se utilizarmos a
representac¸a˜o, local, de Stu¨ckelberg (3.19). Mas, infelizmente, esta representac¸a˜o na˜o e´ polinomial,
o que invalida automaticamente a renormalizabilidade do modelo devido ao aparecimento de infinitos
ve´rtices.
Por outro lado, Oo possui uma apareˆncia mais amiga´vel. Primeiramente, este operador pode ser
introduzido em qualquer calibre, sem termos que solucionar nenhum problema na˜o trivial do tipo Gribov.
Ainda, Oo pode ser colocado numa representac¸a˜o local e polinomial com a ajuda de um conjunto
de campos auxiliares apropriados, veja os detalhes em [17]. Nesta representac¸a˜o a teoria proposta
(3.25) e´, pelo menos, renormaliza´vel por contagem de poteˆncias. Mas, infelizmente, nem mesmo
nesta representac¸a˜o a ac¸a˜o (3.25) se mostra renormaliza´vel. Ao inve´s disso, uma teoria alternativa a`s
teorias de Yang-Mills foi identificada, uma teoria de calibre na˜o Abeliana massiva renormaliza´vel, veja
os detalhes em [17, 21].
Como discutido no in´ıcio deste cap´ıtulo, inspirados nos resultados da rede, procuramos uma massa
dinaˆmica dentro das teorias de Yang-Mills, e na˜o modelos alternativos. Devido a dificuldade de lidar
com operadores na˜o locais, vamos enta˜o simplificar tais operadores para o caso espec´ıfico do calibre de
Landau (calibre de interesse desta tese). Veremos que poderemos lidar com operadores locais e ainda
relaciona´-los ao caso geral dos operadores na˜o locais aqui discutidos.
‡Como discutiremos na terceira parte desta tese, tal soluc¸a˜o ainda na˜o esta´ a nossa disposic¸a˜o.
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3.2 Local operators
Nos u´ltimos anos tem crescido o interesse por operadores de dimensa˜o dois, em particular o condensado
de gluons
〈
AaµA
a
µ
〉
no calibre de Landau. Estudos teˆm sido efetuados atrave´s de va´rias te´cnicas na˜o
perturbativas teo´ricas, fenomenolo´gicas e computacionais na rede, veja, por exemplo, [93, 92, 94, 95,
96, 64, 81, 99, 5, 7, 100, 101, 11, 102, 103, 104, 105, 106] e refereˆncias contidas. Na˜o vamos entrar
nos detalhes dos muitos me´todos utilizados para tratar este condensado. Nos ateremos ao me´todo aqui
utilizado, o formalismo LCO.
No me´todo LCO, o operador AaµA
a
µ e suas generalizac¸o˜es a outros calibres foram intensamente estu-
dados, [64, 81, 5, 4, 5, 7, 11]. De acordo com esta construc¸a˜o uma massa para o glu´on e´ gerada
dinamicamente no n´ıvel a´rvore, devido a um condensado
〈
AaµA
a
µ
〉 6= 0.
Outra classe de condensados, talvez menos conhecidas sa˜o os chamados condensados de campos fan-
tasmas BCS e Overhauser,
〈
fabccbcc
〉
,
〈
fabccbcc
〉
e
〈
fabccbcc
〉
. Estes foram estudados primeiramente
no calibre Abeliano ma´ximo, [107, 108, 109, 110] no caso SU(2). Em [89, 111], foi mostrado que a
massa gerada para os gluons na˜o diagonais e´, na verdade taquioˆnica, a um lac¸o.
No caso do calibre de Landau, tais condensados foram estudados no formalismo LCO em [122, 90].
Um ac¸a˜o efetiva foi constru´ıda para os operadores fabccbcc, fabccbcc e fabccbcc simultaneamente,
preservando a simetria the SL(2,R).
O estudo conjunto entre AaµA
a
µ e gf
abcc¯bcc foi efetuado em [16] e compo˜e o tema principal desta parte.
3.2.1 Operator AaµA
a
µ and the Landau gauge
Comecemos por discutir as propriedades do operador de massa AaµA
a
µ. Este operador, apesar de na˜o
ser invariante de calibre, pode nos dizer muito sobre os operadores discutidos na sec¸a˜o anterior. Para
entendermos isso, consideremos a forma expl´ıcita de A2min, (3.17). Este operador, no calibre de Landau,
se simplifica enormemente devido ao fato de o calibre ser composto por configurac¸o˜es transversas
exclusivamente. De fato, no calibre de Landau, a expressa˜o (3.17) se reduz a
A2min
∣∣∣∣
Landau
= O˜(A) = 1
2
∫
d4xAaµA
a
µ . (3.26)
Ainda, e´ trivial checar que, ao n´ıvel cla´ssico, O˜ e´ invariante de calibre. Desta forma temos um operador
local exatamente associado a A2min no caso de um calibre espec´ıfico (Landau).
Podemos ainda, associar O˜ a` segunda classe de operadores invariantes de calibre, ou seja, Oo definido
em (3.23). Para tal, basta tomarmos a ordem em g0 da expresa˜o (3.23), e verificar que
Oo = −Tr
∫
d4xATµA
T
µ +O(g) , (3.27)
onde ATµ e´ a componente transversa do glu´on Aµ. Desta forma, no calibre de Landau,
Oo = −2O˜ +O(g) . (3.28)
As relac¸o˜es (3.26) e (3.27) significam que o estudo do operador local AaµA
a
µ no calibre de Landau
pode vir a fornecer pistas da condensac¸a˜o dos operadores invariantes de calibre. E, consequentemente,
evideˆncias da gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. E´ importante ressaltar que o modelo massivo descrito pela
ac¸a˜o
Sm2 = SYM +m
2O˜ , (3.29)
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e´ renormaliza´vel a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es, [81].
Daqui para frente, a menos que o contra´rio seja dito, trabalharemos esclusivamente no calibre de
Landau.
3.2.2 Operator AaµA
a
µ and the LCO technique
Vamos discutir brevemente as propriedades do operador AaµA
a
µ quando introduzido atrave´s do me´todo
LCO. Como veremos mais detalhadamente o me´todo LCO para o caso mais geral no pro´ximo cap´ıtulo
e na parte seguinte desta tese, passaremos rapidamente pelos principais pontos f´ısicos deste to´pico. Os
detalhes te´cnicos podem ser encontrados em [64, 97, 81, 99, 2].
Esta sec¸a˜o e´ inclu´ıda a t´ıtulo de exemplo inicial do me´todo LCO, bem como para comparac¸a˜o dos
resultados que obteremos na terceira parte desta tese, quando tratarmos das ambigu¨idades de Gribov.
O mesmo na˜o ocorrera´ com os condensados fantasmas.
Renormalizability
Para estudarmos as propriedades do operador AaµA
a
µ nas teorias de Yang-Mills, consideramos a ac¸a˜o
Σ = SYM + Sgf + SLCO + Sext . (3.30)
onde a ac¸a˜o de Yang-Mills esta´ disposta na expresa˜o (1.1) e o termos de fixac¸a˜o de calibre, impondo o
calibre de Landau, esta´ dado em (1.2). A ac¸a˜o LCO no caso do operador AaµA
a
µ, de acordo com o Ap.
B, e´ na forma
SLCO = s
∫
d4x
(
λ
2
AaµA
a
µ −
ζ
2
λJ
)
=
∫
d4x
(
J
2
AaµA
a
µ + λA
a
µ∂µc
a − ζ
2
J2
)
, (3.31)
onde as fontes (campos cla´ssicos) λ e J sa˜o introduzidas para manter a simetria BRST existente neste
calibre, (1.5). De fato, estas fontes formam um dubleto BRST, sendo portanto inofensivas ao setor
f´ısico das teorias de Yang-Mills,
sλ = J ,
sJ = 0 . (3.32)
O paraˆmetro LCO, ζ, e´ introduzido para absorver as divergeˆncias associadas a` func¸a˜o de correlac¸a˜o〈
A2(x)A2(y)
〉
. E´ fa´cil entender a necessidade deste termo, pois e´ permitido por contagem de poteˆncias,
veja tabela§ B.2 localizada no Ap. B. Ademais, este paraˆmetro possui papel fundamental para se
estabelecer a invariaˆncia do potencial efetivo sob o grupo de renormalizac¸a˜o. Finalmente, temos a ac¸a˜o
de fontes invariantes BRST,
Sext = s
∫
d4x
(−ΩaµAaµ + Laca)
=
∫
d4x
(
−ΩaµDabµ cb +
g
2
fabcLacbcc
)
, (3.33)
§No caso do operador AaµA
a
µ, de nu´mero quaˆntico fantasma nulo, as fontes λ e J possuem nu´mero quaˆntico
fantasma dado respectivamente por −1 e 0.
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onde as fontes Ωaµ e L
a sa˜o invariantes sob transformac¸o˜es BRST,
sΩaµ = sL
a = 0 . (3.34)
A ac¸a˜o de fontes externas Sext e´ introduzida de forma a sermos consistentes com o princ´ıpio de ac¸a˜o
quaˆntica e podermos escrever identidades de Ward para as simetrias da ac¸a˜o (3.30). Lembramos que
os nu´meros quaˆnticos das fontes BRST Ωaµ e L
a, bem como dos campos Aaµ, c
a, c¯a e ba, podem ser
encontrados na tabela B.1.
Para provar a renormalizabilidade da ac¸a˜o (3.30) e´ conveniente utilizar a teoria de renormalizac¸a˜o
alge´brica [48], veja tambe´m Ap. B. Tecnicamente, este me´todo consiste em encontrarmos o con-
tratermo mais geral poss´ıvel, compat´ıvel com as simetrias da ac¸a˜o (3.30) e mostrar que este contratermo
pode ser reabsorvido na ac¸a˜o (3.30) atrave´s da redefinic¸a˜o multiplicativa dos campos e paraˆmetros
da mesma ac¸a˜o. Fisicamente, devemos mostrar que a ac¸a˜o (3.30) permanece esta´vel sob correc¸o˜es
quaˆnticas. Vamos enta˜o enumerar as simetrias do modelo atrave´s de identidades de Ward
• Identidade de Slavnov-Taylor associada a simetria BRST
S(Σ) =
∫
d4x
(
δΣ
δΩaµ
δΣ
δAaµ
+
δΣ
δLa
δΣ
δca
+ ba
δΣ
δc¯a
+ J
δΣ
δλ
)
= 0 , (3.35)
• Fixac¸a˜o de calibre e a equac¸a˜o dos campos anti-fantasmas
δΣ
δba
= ∂µA
a
µ ,
δΣ
δc¯a
+ ∂µ
δΣ
δΩaµ
= 0 . (3.36)
• Equac¸a˜o dos campos fantasmas∫
d4x
(
δΣ
δca
+ gfabcc¯b
δΣ
δbc
)
= gfabc
∫
d4x
(
ΩbµA
c
µ + L
bcc
)
, (3.37)
• Equac¸a˜o de inserc¸a˜o∫
d4x
(
δΣ
δλ
+ ca
δΣ
δba
)
= 0 . (3.38)
E´ importante ter em mente que a equac¸a˜o de inserc¸a˜o (3.38) so´ e´ poss´ıvel devido ao fato de o operador
O˜, em (3.26), ser classicamente invariante de calibre. Como consequeˆncia a equac¸a˜o de inserc¸a˜o (3.38)
gera a simetria SL(2,R),∫
d4x
(
c¯a
δΣ
δca
+
δΣ
δLa
δΣ
δba
)
= 0 . (3.39)
pertencente a` a´lgebra de Nakanishi-Ojima (a´lgebra NO), [123]. A simetria SL(2,R), assim como a
a´gebra NO sa˜o conhecidas propriedades do calibre de Landau.
O contratermo mais geral poss´ıvel, de acordo com a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica [48], respeitando
a`s identidades de Ward (3.35-3.38), e´ dado por
Sc = a0SYM +
∫
d4x
{
a1
[
Aaµ
δSYM
δAaµ
+
(
Ωaµ + ∂µc¯
a
)
∂µc
a +
1
2
JAaµA
a
µ
]
+
a8
2
ζJ2
}
, (3.40)
38
CHAPTER 3. CONDENSATION OF DIMENSION TWO OPERATORS 39
onde ai sa˜o paraˆmetros de renormalizac¸a˜o independentes. Note que o coeficiente do termo JA
2 e´
o paraˆmetro associado a` renormalizac¸a˜o do glu´on. Esta propriedade vem da equac¸a˜o de inserc¸a˜o
(3.38). Ainda, vemos que o termo LCO ζJ2 se renormaliza independentemente dos demais termos da
teoria. Estas divergeˆncias sa˜o as acima mencionadas associadas a` func¸a˜o de correlac¸a˜o
〈
A2(x)A2(y)
〉
,
justificando assim a introduc¸a˜o do paraˆmetro LCO ζ.
Resta testar a renormalizabilidade multiplicativa da teoria na presenc¸a do operador AaµA
a
µ. De fato, o
contratermo (3.40) pode ser reabsorvido na ac¸a˜o cla´ssica (3.30) atrave´s da redefinic¸a˜o multiplicativa
dos campos, fontes e paraˆmetros da teoria, de acordo com as expresso˜es (B.38-B.40) no Ap. B.
Juntamente com
J0 = ZJJ ,
λ0 = Zλλ ,
ζ0 = Zζζ . (3.41)
Os fatores de renormalizac¸a˜o independentes sa˜o dados por Z
1/2
A , Zg e Zζ . Para o glu´on e a constante
de acoplamento temos
Z
1/2
A = 1 + ǫ
(
a1 − a0
2
)
,
Zg = 1 + ǫ
a0
2
, (3.42)
enquanto que para o paraˆmetro LCO temos
Zζ = 1 + ǫ(−a8 + 2a1 − 2a0) . (3.43)
Ainda, como resultado principal desta ana´lise temos a renormalizac¸a˜o das fontes LCO
Zλ = Z
−1/2
c Z
−1/2
A ,
ZJ = Z
2
λ = ZgZ
−1/2
A , (3.44)
onde a segunda das (3.44) na˜o e´ obtida diretamente como um teorema de na˜o renormali-zac¸a˜o, mas
sim obtida devido ao fato de o termo JA2 na˜o possuir contratermo independente. Ressaltamos que
este teorema pode ser obtido de maneira formal considerando um sistema de fontes mais sofisticado,
veja [81].
Ainda, o teorema de na˜o renormalizac¸a˜o do ve´rtice glu´on-fantasma-antifantasma [124] permanece
va´lido, devido a equac¸a˜o fantasma (3.37),
Zc = Zc¯ = Z
−1/2
A Z
−1
g . (3.45)
Os demais objetos se renormalizam da mesma forma que o caso sem o operador AaµA
a
µ,
ZL = Z
−1/2
b = Z
1/2
A ,
ZΩ = Z
−1/2
g Z
−1/4
A ,
Com isso terminamos a ana´lize das propriedades de renormalizac¸a˜o do operador AaµA
a
µ.
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Effective action and the renormalization group
O pro´ximo passo consiste em contruir um potencial efetivo associado ao operador AaµA
a
µ. A ac¸a˜o efetiva
e´ definida por, [31]¶,
e−Γ(J) =
∫
DADc¯DcDb exp
{
−SYM − Sgf −
∫
d4x
(
J
2
AaµA
a
µ −
ζ
2
J2
)}
, (3.46)
Um problema com a ac¸a˜o efetiva e´ o fato de ζ ser, ate´ enta˜o, um paraˆmetro livre da teoria introduzido
para absorver divergeˆncias apenas. Temos enta˜o um problema com a unicidade da energia do va´cuo.
Um segundo problema a ser encarado e´ o termo em J2, que sugere que a interpretac¸a˜o da ac¸a˜o efetiva
como energia de va´cuo esta´ perdida.
O primeiro problema e´ resolvido escolhendo ζ apropriadamente, de forma a existir apenas uma soluc¸a˜o
para a ac¸a˜o efetiva. Isto e´ feito atrave´s das equac¸o˜es do grupo de renormalizac¸a˜o, veja, por exemplo,
[64] e o apeˆndice B. De fato, escolhendo ζ como uma se´rie de Laurent em g2
ζ =
ζ0
g2
+ ζ1 + g
2ζ2 + g
4ζ3 + . . . , (3.47)
a ac¸a˜o efetiva (3.46) obedece a seguinte EGR homogeˆnea[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
− γA2(g2)
∫
d4x J
δ
δJ
]
Γ = 0 , (3.48)
onde
β(g2) = µ
∂g2
∂µ
,
γA2(g
2) = µ
∂
∂µ
lnZJ . (3.49)
Em particular, de acordo com a eq. (3.44), segue que a dimensa˜o anoˆmala do operador AaµA
a
µ e´ dada
por
γA2(g
2) = −
[
β(g2)
2g2
+ γA(g
2)
]
. (3.50)
Vemos que, devido ao teorema de na˜o renormalizac¸a˜o (3.44), a dimensa˜o anoˆmala do operador AaµA
a
µ
na˜o e´ uma quantidade independente da teoria, sendo dependente da func¸a˜o beta e da dimensa˜o anoˆmala
do campo de calibre. Este resultado pode ser generalizado a outros calibres como o MAG e o Curci-
Ferrari, devido a existeˆncia da simetria SL(2,R), veja [2]. Uma importante observac¸a˜o a respeito
do paraˆmetro LCO ζ e´ o fato de sua soluc¸a˜o influenciar ordens diferentes na expansa˜o do grupo de
renormalizac¸a˜o. Desta forma, para resolvermos as equac¸o˜es na ordem n, necessitamos conhecer o valor
de ζ a ordem n+ 1.
O segundo problema, associado ao termo quadra´tico em J , pode facilmente ser resolvido atrave´s da
introduc¸a˜o do campo auxiliar de Hubbard-Stratonovich, σ. Este truque e´ efetuado atrave´s da introduc¸a˜o
da identidade, na integral de caminho (3.46), escrita como
1 = N
∫
Dσe−
1
2ζ
R
d4x[σg+
1
2A
a
µA
a
µ−ζJ]
2
, (3.51)
¶Apesar de na˜o estar expl´ıcito, a expressa˜o (3.46) e´ assumida renormalizada. Utilizaremos essa hipo´tese sempre
que falarmos de quantidades quaˆnticas. Contudo, na˜o utilizaremos a notac¸a˜o renormalizada padra˜o para na˜o deixar
a leitura carregada.
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onde N e´ um fator de normalizac¸a˜o. Desta forma a expressa˜o (3.46) passa a ser escrita como
e−Γ(J) =
∫
DADc¯DcDb exp
{
−SYM − Sgf − Sσ +
∫
d4x
Jσ
g
}
, (3.52)
onde
Sσ =
∫
d4x
[
σ2
2g2ζ
+
1
2
σ
gζ
AaµA
a
µ +
1
8ζ
(
AaµA
a
µ
)2]
. (3.53)
Vemos que a identidade (3.51) elimina o termo quadra´tico em J . Ademais, e´ fa´cil ver que o campo σ
se relaciona com o operador composto AaµA
a
µ atrave´s da relac¸a˜o〈
AaµA
a
µ
〉
= −2
g
〈σ〉 . (3.54)
Assim, se σ desenvolver um valor esperado de va´cuo na˜o trivial, teremos um valor na˜o trivial para
condensado AaµA
a
µ. Tal condensado gera um termo de massa para o glu´on, atrave´s da relac¸a˜o
m2 = −
〈
AaµA
a
µ
〉
2ζ
(3.55)
Na˜o vamos entrar nos detalhes te´cnicos do ca´lculo do potencial efetivo, uma vez que as questo˜es
f´ısicas do mesmo foram abordadas, vamos apenas apresentar os resultados. Os detalhes podem ser
encontrados em [64].
Vacuum energy and dynamical mass
De acordo com [64, 97, 81, 98] e´ poss´ıvel encontrar uma soluc¸a˜o da equac¸a˜o do gap a um lac¸o
com paraˆmetro de expansa˜o relativamente pequeno, g
2N
16π2 =≈ 0.193. Tal soluc¸a˜o e´ caracterizada, no
esquema de renormalizac¸a˜o MS e regularizac¸a˜o dimensional, por
m2 ≈ (2.031ΛMS)2 ,
Evac ≈ −0.323Λ4MS , (3.56)
onde a escala de renormalizac¸a˜o foi escolhida de modo a eliminar os logar´ıtmos, ou seja µ2 = m2.
3.2.3 Ghost operators
Por fim, vamos apresentar as possibilidades de operadores de massa compostos por campos fantasmas.
Existem quatro possibilidades, gfabccbcc, gfabcc¯bc¯c, gfabccbc¯c e c¯aca. Por analogia ao supercondutor
Abeliano, os dois primeiros pertencem ao chamado canal BCS, em analogia a` condensac¸a˜o dos pares de
Cooper, enquanto o terceiro pertence ao canal Overhauser, em analogia ao efeito Overhauser. A quarta
possibilidade sera´ deixada de lado, pois no calibre de Landau este operador na˜o se faz necessa´rio. Isto
segue das identidades de Ward que excluem a formac¸a˜o do condensado 〈c¯aca〉.
O estudo dos operadores gfabccbcc, gfabcc¯bc¯c e gfabccbc¯c foi feito em [90] atrave´s do formalismo LCO.
Neste trabalho foi provada a renormalizabilidade da ac¸a˜o LCO descrevendo tais operadores. Ainda,
estes condensados se relacionam atrave´s da simetria SL(2,R). Tal simetria caracteriza as transic¸o˜es
entre os va´cuos BCS e Overhauser, mostrando que sa˜o equivalentes entre si. Esta propriedade permitira´
que estudemos apenas o setor Overhauser nesta tese.
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Ainda, tais condensados carregam ı´ndice de cor, implicando na quebra da simetria de cor. Contudo,
foi mostrado tambe´m em [90], que esta quebra ocorre no setor na˜o f´ısico da teoria. Outra forma de
entender isso, e´ atrave´s das excitac¸o˜es de Goldstone associadas a quebra da simetria SL(2,R), que sa˜o
na˜o f´ısicas [107, 90]. Este resultado e´ uma consequeˆncia direta da invariaˆncia BRST. Outro efeito que
estes condensados acarretam e´ o fato de gerar massa para o glu´on. Contudo, esta massa se mostra
taquioˆnica a um lac¸o.
Ao contra´rio do caso AaµA
a
µ, na˜o vamos entrar em muitos detalhes neste cap´ıtulo uma vez que os
efeitos associados ao condensado Overhauser sera˜o todos discutidos no cap´ıtulo que se segue. Para
mais detalhes sobre os condensados fantasmas nos referimos a [122, 90].
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Combined analysis of the
condensates
〈
AaµA
a
µ
〉
and
〈
fabcc¯bcc
〉
Neste cap´ıtulo vamos discutir as consequeˆncias dos condensados de va´cuo na˜o triviais
〈
AaµA
a
µ
〉
e〈
fabcc¯bcc
〉
quando seus efeitos sa˜o levados em considerac¸a˜o simultaneamente. Mostraremos a renor-
malizabilidade do me´todo LCO para estes condensados para o caso geral SU(N). Para o resto do
cap´ıtulo faremos ca´lculos para o caso mais simples SU(2). Em particular, faremos o ca´lculo a um lac¸o
da ac¸a˜o quaˆntica efetiva, da energia do va´cuo e dos condensados propriamente ditos. Faremos tambe´m
um estudo das consequeˆncias f´ısicas deste condensados. Os detalhes te´cnicos deste cap´ıtulo podem ser
encontrados em [16].
4.1 Renormalizability
Nesta sec¸a˜o demostraremos que as teorias de Yang-Mills permanecem renormaliza´veis quando intro-
duzimos, simultaneamente, os operadores compostos AaµA
a
µ e gf
abcc¯bcc, no calibre de Landau, atrave´s
do me´todo LCO.
Para acoplar os operadores compostos na ac¸a˜o de Yang-Mills no calibre de Landau consideramos a ac¸a˜o
completa
Σ = SYM + Sgf + SLCO + S
′
LCO + Sext + S
′
ext . (4.1)
Nesta ac¸a˜o SYM e Sgf sa˜o dadas, respectivamente, em (1.1-1.2). O termo de fontes externas acopladas
a`s variac¸o˜es BRST na˜o lineares, Sext, foi descrita em (1.7). A ac¸a˜o SLCO descreve o termo LCO
associado ao operador gluoˆnicoAaµA
a
µ, dispon´ıvel em (3.31), enquanto a ac¸a˜o S
′
LCO descreve o operador
gfabcc¯bcc e e´ dada por
S′LCO = s
∫
d4x
(
gfabcτac¯bcc − ρ
2
ωaτa
)
=
∫
d4x
(
gfabcωac¯bcc − gfabcτabccc + g
2
2
fabcf cdeτac¯bcdce − ρ
2
ωaωa
)
(4.2)
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onde as fontes LCO formam dubletos BRST∗ de acordo com
sτa = ωa ,
sωa = 0 . (4.3)
Por fim, temos a ac¸a˜o extra S′ext, dada por
S′ext = s
∫
d4x
(
β
g
2
fabcτaτbcs + γτa∂µA
a
µ
)
=
∫
d4x
(
βgfabcωaτbcc + β
g2
4
fabcf cdeτaτbcdce + γωa∂µA
a
µ + γτ
a∂µD
ab
µ c
b
)
,
(4.4)
onde β e γ sa˜o novos paraˆmetros independentes sem dimensa˜o†. A ac¸a˜o S′ext e´ introduzida por motivos
de renormalizabilidade.
A ac¸a˜o completa (4.1), esta´ na forma apropriada para que suas simetrias sejam des-critas atrave´s de
identidades de Ward, veja apeˆndice B. Identidades estas que sa˜o listadas a seguir:
• Identidade de Slavnov-Taylor
S(Σ) =
∫
d4x
(
δΣ
δΩaµ
δΣ
δAaµ
+
δΣ
δLa
δΣ
δca
+ ba
δΣ
δc¯a
+ ωa
δΣ
δτa
+ J
δΣ
δλ
)
= 0 . (4.5)
• Condic¸a˜o de Landau modificada
δΣ
δba
= ∂µA
a
µ + gf
abcτbcc . (4.6)
• Equac¸a˜o dos campos antifantasmas modificada
δΣ
δc¯a
+ ∂µ
δΣ
δΩaµ
− gfabcτb δΣ
δLc
= −gfabcωbcc . (4.7)
• Equac¸a˜o dos campos fantasmas modificada
Ga(Σ) = ∆aclass , (4.8)
com
Ga =
∫
d4x
(
δ
δca
+ gfabcc¯b
δ
δbc
+ gfabcτb
δ
δωc
)
,
∆aclass =
∫
d4x
[
gfabc
(
ΩbµA
c
µ − Lbcc − ωbc¯c + (β − ρ)τbωc − τbbc
)]
.
• Equac¸a˜o de λ modificada∫
d4x
(
δΣ
δλ
+ ca
δΣ
δba
− 2τa δΣ
δLa
)
= 0 . (4.9)
Esta identidade expressa a invariaˆncia BRST, ao n´ıvel cla´ssico, do operador AaµA
a
µ.
∗Os nu´meros quaˆnticos das fontes LCO do operador fantasma podem ser encontrados na tabela B.2, onde os
nu´meros fantasmas das fontes τ e ω sa˜o, respectivamente, −1 e 0.
†Estes paraˆmetros aparecem apenas neste cap´ıtulo e na˜o existira´ confusa˜o caso reutilizemos tais letras gregas em
outros cap´ıtulos para descrever outras quantidades.
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Lembrando que, como discutido no apeˆndice B, de acordo com a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica, os
termos nos lados direitos das equac¸o˜es (4.6)-(4.8), sendo lineares nos campos quaˆnticos, representam
uma quebra que permanece cla´ssica, na˜o evoluindo a`s correc¸o˜es quaˆnticas, [48]. Ainda, de acordo
com a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica, pode-se mostrar que, o contratermo mais geral poss´ıvel a ser
adicionado a ac¸a˜o (4.1), respeitando as identidades (4.5-4.8), pode ser escrito como
Σ(1) = a0SYM + BΣ∆−1, (4.10)
onde BΣ e´ o operador de Slavnov-Taylor linearizado, nilpotente, dado por
BΣ =
∫
d4x
(
δΣ
δΩaµ
δ
δAaµ
+
δΣ
δAaµ
δ
δΩaµ
+
δΣ
δLa
δ
δca
+
δΣ
δca
δ
δLa
+ ba
δ
δc¯a
+ ωa
δ
δτa
+ J
δ
δλ
)
, (4.11)
e ∆−1 escrito como
∆−1 =
∫
d4x
{
a1
[
Aaµ
(
Ωaµ + ∂µc¯
a
)− λ
2
AaµA
a
µ
]
+
a8
2
ζλJ + a9γτ
a∂µA
a
µ +
a14
2
ρτa
(
gfabcτbcc − ωa)} . (4.12)
O passo final para demostrar a renormalizabilidade da ac¸a˜o (4.1) e´ checar a estabilidade da mesma
sob correc¸o˜es quaˆnticas. Este passo e´ feito reabsorvendo o contratermo (4.10) na ac¸a˜o (4.1) atrave´s
da redefinic¸a˜o multiplicativa dos campos, fontes e paraˆmetros da teoria. A definic¸a˜o da redefinic¸a˜o
multiplicativa dos campos e fontes e paraˆmetros esta´ escrita em (B.38), com
Φ ∈ {A, b, c, c¯} ,
J ∈ {Ω, L, λ, J, τ, ω} ,
ξ ∈ {g, ζ, ρ, β, γ} . (4.13)
De fato, temos a renormalizabilidade multiplicativa. No caso da constante de acoplamento e do campo
de calibre os fatores sa˜o dados de acordo com a expressa˜o (3.42), como no caso sem operadores
compostos. Da mesma forma os campos de Faddeev-Popov, o campo de Lautrup-Nakanishi e as fontes
BRST se renormalizam de acordo com (3.45-3.46). As quantidades LCO associadas ao operador AaµA
a
µ
tambe´m na˜o sofrem alterac¸a˜o, e continuam na forma (3.43-3.44). Para os demais objetos,
Zω = Z
1/2
A ,
Zτ = Z
−1/2
g Z
3/4
A ,
Zβ = 1 + ǫ
(ρa14
β
− a0 − 2a1
)
,
Zρ = 1 + ǫ(a14 − a0 − 2a1) ,
Zζ = 1 + ǫ(a8 + 2a0 + 2a1) ,
Zγ = 1 + ǫ(a9 − a0 − a1) . (4.14)
Uma importante observac¸a˜o esta´ no fato de ZJ e Zω serem escritos como combinac¸a˜o dos fatores de
renormalizac¸a˜o do glu´on e da constante de acoplamento. Este teroema de na˜o renormalizac¸a˜o implica
no fato de as dimenso˜es anoˆmalas dos operadores compostos AaµA
a
µ e gf
abcc¯bcc serem expressas como
combinac¸o˜es lineares da dimensa˜o anoˆmala do glu´on e da func¸a˜o beta, [81, 90].
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4.2 One-loop quantum effective action in MS scheme
4.2.1 Initial remarks
Vamos agora calcular a ac¸a˜o efetiva para os condensados
〈
AaµA
a
µ
〉
e
〈
fabcc¯bcc
〉
.
Uma vez provada a renormalizabilidade, podemos colocar a zero as fontes desnecessa´rias ao ca´lculo da
ac¸a˜o quaˆntica, τa = λ = Ωaµ = L
a = 0. Note que nenhum dos termos dependentes nestas fontes sa˜o
necessa´rios para o ca´lculo do potencial efetivo. E´ importante ressaltar, ainda, que podemos esquecer o
termo ωa∂µA
a
µ na equac¸a˜o (4.4), pois no calibre de Landau ∂µA
a
µ = 0. Contudo, podemos um pouco
mais formais e efetuar a transformac¸a˜o de Jacobiano unita´rio b′ = b + γω no funcional gerador de
diagramas conexos W(ω, J), o que leva a eliminac¸a˜o dos paraˆmetros β e γ.
Temos ainda dois paraˆmetros LCO livres, ρ e ζ. Como demonstrado em [64, 5, 90], tais paraˆmetros
podem ser fixados atrave´s das equac¸o˜es do grupo de renormalizac¸a˜o, veja tambe´m apeˆndice B. Lem-
bramos ainda que o valor expl´ıcito do contratermo proporcinal a ωa na˜o e´ afetado pela presenc¸a de J e
vice versa. Desta forma, os valores previamente determinados para ρ e ζ permanecem os mesmos que
os casos isolados estudados no cap´ıtulo anterior, [64, 5, 90, 16]. Tais valores sa˜o dados por‡
ρ = ρ0 + ρ1g
2 + . . . ,
ζ =
ζ0
g2
+ ζ1 + . . . , (4.15)
onde
ρ0 = − 6
13
, ρ1 = − 95
312π2
,
ζ0 =
27
26
, ζ1 =
161
52
3
16π2
, (4.16)
para o caso SU(2).
A ac¸a˜o relevante para o ca´lculo d ac¸a˜o efetiva e´, portanto,
S = SYM + Sgf +
∫
d4x
(
gfabcωac¯bcc +
1
2
JAaµA
a
µ −
ρ
2
ωaωa − ζ
2
J2
)
. (4.17)
Os termos quadra´ticos nas fontes, que na˜o sa˜o compat´ıveis com a interpretac¸a˜o da ac¸a˜o quaˆntica como
energia do va´cuo, podem ser eliminados atrave´s de uma transformac¸a˜o de Hubbard-Stratonovich, desta
forma [64, 90, 5, 16],
Sσφ(J, ω) = SYM + Sgf +
∫
d4x
[
φaφa
2g2ρ
+
1
ρ
φafabcc¯bcc +
g2
2ρ
(
fabcc¯bcc
)2]
+
∫
d4x
[
σ2
2g2ζ
+
σ
2gζ
AaµA
a
µ +
1
8ζ
(
AaµA
a
µ
)2 − ωaφa
g
− J σ
g
]
, (4.18)
onde as fontes se acoplam linearmente aos campos auxiliares σ e φa. Ainda, valem as seguintes
identificac¸o˜es [64, 90, 5, 16]
〈φa〉 = −g2 〈fabccacb〉 ,
〈σ〉 = −g
2
〈
A2µ
〉
, (4.19)
‡Neste cap´ıtulo estaremos sempre utilizando regularizac¸a˜o dimensional com a convesa˜o d = 4 − ǫ e esquema de
renormalizac¸a˜o MS.
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Note que a ac¸a˜o (4.18) sera´ multiplicativamente renormaliza´vel e obedecera´ a uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o.
Assim, a ac¸a˜o efetiva podera´ ser calculada atrave´s da definic¸a˜o usual da energia do va´cuo,
e−Γ =
∫
[DΦ]e−Sσφ(J=ω=0) , (4.20)
onde a medida [DΦ] = DADbDc¯DcDφDσ e´ tomada com relac¸a˜o a todos os campos relevantes.
4.2.2 Quantum action
Para o ca´lculo expl´ıcito do potencial efetivo vamos considerar a aproximac¸a˜o a um lac¸o e vamos nos
concentrar, pelo resto deste cap´ıtulo, ao caso SU(2). Mostraremos que valores na˜o triviais para os
condensados favorecem uma energia de va´cuo negativa, independentemente da escala.
Para a ac¸a˜o efetiva a um lac¸o Γ(1) (σ, φ), basta considerarmos os termos quadra´ticos na ac¸a˜o Sσφ,
(4.18), tomando os campos de Hubbard-Stratonovich como configurac¸o˜es de va´cuo esta´veis. Assim, a
ac¸a˜o quaˆntica a um lac¸o se reduz ao ca´lculo de
e−Γ
(1)(σ,φ) =
∫
DADc¯Dc exp
{
1
2
∫
d4xAaµ
[
δµν
(
∂2 − σ
gζ
)
−
(
1− 1
α
)
∂µ∂ν
]
Aaν
−
∫
d4xc¯a
(
δac∂2 − 1
ρ
φbεabc
)
cc −
∫
d4x
(
φaφa
2g2ρ
+
σ2
2g2ζ
)}
, (4.21)
Com regularizac¸a˜o dimensional e no esquema MS deduzimos que
Γ(1)(σ, φ) = ΓA2(σ) + Γgh (φ) , (4.22)
com [64, 5, 16]
ΓA2(σ) =
σ2
2ζ0
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+
3
(
N2 − 1)
64π2
g2σ2
ζ20
(
ln
gσ
ζ0µ
2 −
5
6
)
, (4.23)
enquanto [90, 16]
Γgh (φ) =
φ2
2g2ρ0
(
1− ρ1
ρ0
g2
)
+
1
32π2
φ2
ρ20
(
ln
φ2
ρ20µ
4 − 3
)
, (4.24)
onde φ = φ3, φa = φδa3. Tal decomposic¸a˜o equivale a escolher a configurac¸a˜o de va´cuo na direc¸a˜o
Abeliana do espac¸o de cor, correspondente ao subgrupo de Cartan de SU(2), o qual e´ gerado pela
matriz de Pauli diagonal σ3.
As configurac¸o`es de m´ınimo, descrevendo o va´cuo, sa˜o encontradas resolvendo as equac¸o˜es de gap
∂Γ(1) (σ, φ)
∂σ
=
∂Γ(1) (σ, φ)
∂φ
= 0 , (4.25)
que resultam em
1
ζ0
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+ 2
9
64π2
g2
ζ20
(
log
gσ∗
ζ0µ
2 −
5
6
)
+
9
64π2
g2
ζ20
= 0 ,
1
g2ρ0
(
1− ρ1
ρ0
g2
)
+ 2
1
32π2
1
ρ20
(
log
φ2∗
ρ20µ
4 − 3
)
+ 2
1
32π2
1
ρ20
= 0 , (4.26)
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onde (σ∗, φ∗) denotam os valores de soluc¸o˜es na˜o triviais. Substituindo as (4.26) na ac¸a˜o efetiva (4.21),
encontramos, para a energia do va´cuo,
Evac = Γ
(1) (σ∗, φ∗) = − 9
128π2
g2
ζ20
σ2∗ −
1
32π2
φ2∗
ρ20
. (4.27)
Conclu´ımos que valores na˜o triviais para os condensados sa˜o dinamicamente favora´veis, uma vez que
a energia do va´cuo a um lac¸o e´ diminu´ıda por estas configurac¸o˜es. Este resultado e´ independente da
escala escolhida.
4.2.3 Renormalization group invariance
Para checar a invariaˆncia da ac¸a˜o efetiva a um lac¸o (4.22), primeiro redefinimos algumas quantidades
de acordo com
m2 =
gσ
ζ0
,
ω =
φ
|ρ0| . (4.28)
de forma que a ac¸a˜o efetiva se escreva como
Γ(1)(m2, ω) = ζ0
m4
2g2
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+
3
(
N2 − 1)
64π2
m4
(
ln
m2
µ2
− 5
6
)
− ρ0 ω
2
2g2
(
1− ρ1
ρ0
g2
)
+
ω2
32π2
(
ln
ω2
µ4
− 3
)
, (4.29)
De acordo com a te´cnica LCO, a ac¸a˜o quaˆntica deve obedecer a seguinte EGR
µ
d
dµ
Γ(1)(m2, ω) =
[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
+ γω(g
2)ω
∂
∂ω
+ γm2(g
2)m2
∂
∂m2
]
Γ(1)(m2, ω) = 0 . (4.30)
onde
µ
∂m2
∂µ
= γm2(g
2)m2 ,
µ
∂ω
∂µ
= γω(g
2)ω , (4.31)
Das expresso˜es (4.13) e das definic¸o˜es (4.28) e´ fa´cil deduzir que
γm2(g
2) =
β(g2)
2g2
− γA(g2) ,
γω(g
2) =
β(g2)
2g2
+ γA(g
2) . (4.32)
Utilizando as expresso˜es (4.16), juntamente com os valores a um lac¸o da func¸a˜o beta e da dimensa˜o
anoˆmala do glu´on, (veja, por exemplo, [125])
β(1)(g2) = −22
3
g4N
16π2
,
γ
(1)
A (g
2) = −13
6
g2N
16π2
, (4.33)
e´ trivial checar a validade da equac¸a˜o (4.29).
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4.2.4 Numerical results
Vimos na expressa˜o (4.27) que a formac¸a˜o de ambos os condensados e´ favorecida, devido ao valor
negativo da energia do va´cuo, independentemente da escala escolhida. Contudo, devemos ser capazes
de encontrar uma soluc¸a˜o consistente das equac¸o˜es de gap (4.26) para confirmar este resultado formal.
Para tal, devemos lidar com o problema de termos agora duas escalas de massa e, consequentemente,
dois tipos de logaritimos potencialmente grandes. Este problema foi resolvido tecnicamente em [16],
onde os deta-lhes podem ser encontrados. Fundamentalmente, utilizamos a invariaˆncia sob o grupo
de renormalizac¸a˜o para ressomar os logaritimos dominantes na ac¸a˜o efetiva. Ainda, este procedimento
pode ser feito separadamente para m2 e ω pois estes setores na˜o se misturam na aproximac¸a˜o de um
lac¸o. Esta propriedade pode ser utilizada para definir cada escala separadamente pois teremos duas
expanso˜es totalmente independentes. Desta forma, cada setor obdece a uma EGR independente. Assim,
de acordo com [16], podemos trabalhar com dois paraˆmetros de expansa˜o, cujos valores sa˜o dados pela
soluc¸a˜o das equac¸o˜es de gap apo´s a ressoma dos logaritimos dominantes
g2N
16π2
∣∣∣∣
N=2
=
9
37
≈ 0.243 ,
g˜2N
16π2
∣∣∣∣
N=2
=
36
385
≈ 0.094 , (4.34)
onde as quantidades q¯ sa˜o calculadas na escala µ = m2 enquanto quantidades q˜ sa˜o calculadas na
escala µ = ω. Assim, da expressa˜o a um lac¸o do esquema MS
g2(µ) =
1
β0 ln
µ2
Λ2
MS
, (4.35)
juntamente com as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de gap (4.34), obtemos as estimativas
m2 = e
37
33Λ2
MS
≈ 3.07Λ2
MS
,
ω˜ = e
35
12Λ2
MS
≈ 18.48Λ2
MS
, (4.36)
Para a energia do va´cuo, (4.27), obtemos
Evac ≈ −1.15Λ4MS . (4.37)
Os paraˆmetros de expansa˜o (4.34), sendo relativamente pequenos, nos fornecem resultados bastante
confia´veis. Contudo, uma ana´lise a mais ordens na expansa˜o em lac¸os e´ necessa´ria para confirmar e
melhorar nossos resultados.
4.3 Consequences of non-trivial condensates
Vamos agora analizar algumas consequeˆncias f´ısicas que ocorrem devido a presenc¸a dos condensados〈
AaµA
a
µ
〉
e
〈
εabcc¯bcc
〉
. Em particular, vamos discutir a transversalidade do propagador do glu´on e da
polarizac¸a˜o do va´cuo. Faremos a ana´lise atrave´s de identidades de Ward. Veremos tambe´m que ha´ uma
quebra de degeneresceˆncia no espectro de massa do glu´on. Para tal e´ conveniente fazermos algumas
observac¸o˜es a cerca da ac¸a˜o efetiva.
De fato, devido ao fato de a transformac¸a˜o de Hubbard-Stratonovich ser um mapeamento exato, a
ac¸a˜o
Sσφ = SYM + Sgf + Sσ + Sφ , (4.38)
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onde Sσ e´ dado por (3.53) e Sφ por
Sφ =
∫
d4x
[
φaφa
2g2ρ
+
1
ρ
εabcφac¯bcc +
g2
2ρ
(
εabcc¯bcc
)2]
, (4.39)
possui invariaˆncia BRST. Esta propriedade e´ facilmente estabelecida decompondo os campos de Hubbard
Stratonovich em termos de flutuac¸o˜es quaˆnticas em torno do condensado de va´cuo, isto e´
σ = σ∗ + σ˜ ,
φa(x) = δa3φ∗ + φ˜a(x) ,〈
φ˜a(x)
〉
= 0 . (4.40)
Para as transformac¸o˜es BRST obtemos
sσ = sσ˜ = gAaµ∂µc
a ,
sσ∗ = 0 ,
sφa = sφ˜a = −g2s(εabcc¯bcc) = −g2
(
εabcbbcc +
g
2
εabcεcmnc¯bcmcn
)
,
sφ∗ = 0 , (4.41)
que, juntamente com as eqs. (1.5), definem uma invariaˆncia exata da ac¸a˜o Sσφ
sSσφ = 0 . (4.42)
Outra importante observac¸a˜o esta´ na escolha do condensado e suas flutuac¸o˜es na forma (4.40). Esta
escolha sugere um desacoplamento nos setores Abeliano e na˜o-Abeliano do grupo SU(2). De fato, a
expressa˜o (4.40) sugere que fac¸amos a decomposic¸a˜o do ı´ndice de cor como a = {3, A} com A ∈ {1, 2}.
E o campo φa se decompo˜e como φa = {φ3, φA} = {φ, φA}. Desta forma
φ(x) = φ∗ + φ˜(x) ,
φA(x) = φ˜a(x) , . (4.43)
Substituindo as definic¸o˜es (4.40) e (4.43) na ac¸a˜o (4.38), temos que
Sσφ = SYM + Sgf +
∫
d4x
[
σ2∗
2g2ζ
+
φ2∗
2g2ρ
+
σ∗σ˜
g2ζ
+
φ∗φ˜
g2ρ
+
σ˜2
2g2ζ
+
φ˜Aφ˜A
2g2ρ
+
1
2
σ∗
gζ
AaµA
a
µ
+
1
ρ
φ∗εAB c¯AcB +
1
2
σ˜
gζ
AaµA
a
µ +
1
ρ
φ˜aεabcc¯bcc +
g2
2ρ
(
εabcc¯bcc
)2
+
1
8ζ
(
AaµA
a
µ
)2]
,
(4.44)
Vemos assim, que no n´ıvel a´rvore o propagador fantasma ja´ apresenta tal decomposic¸a˜o, devido a
presenc¸a de um condensado Overhauser na˜o trivial. Para ficar evidente, vamos escrever os propagadores
a ordem zero, no va´cuo na˜o trivial. No caso do propagador do glu´on temos, [64, 5],
Dabµν(k) = δ
ab 1
k2 +m2
(
δµν − kµkν
k2
)
. (4.45)
Vemos que o paraˆmetro m2, definido em (4.28), corresponde a uma massa gerada dinamicamente para
o glu´on, no n´ıvel a´rvore. Para o propagador dos campos fantasmas temos, [90],
G33(k) =
1
k2
,
GAB(k) =
δABk2 − ωεAB
k4 + ω2
, (4.46)
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4.3.1 Transversality analysis
Gluon propagator
Para mostrar que o propagador do glu´on permanece transverso consideramos o gerador funcional das
func¸o˜es de Green conexas Zc, obtido a partir da ac¸a˜o quaˆntica Γ atrave´s de uma transformac¸a˜o de
Legendre. Temos enta˜o a inclusa˜o das fontes de Schwinger Iab , J
a
µ e K
a
c , para os campos b
a, Aaµ e c
a,
respectivamente. A ac¸a˜o efetiva Γ obedece a seguinte identidade de Ward
δΓ
δba
= ∂µA
a
µ + g
2εabcF bcc , (4.47)
que se transforma, para o funcional Zc, em
Iab = ∂µ
δZc
δJaµ
+ g2εadeF d
δZc
δKec
, (4.48)
de onde derivamos facilmente a relac¸a˜o de transversalidade do propagador do glu´on, a todas as ordens
em teoria de perturbac¸o˜es
0 = ∂xµ
δ2Zc
δJaµ(x)δJ
b
µ(y)
∣∣∣∣
F,I,J,K=0
. (4.49)
Vacuum polarization
Para o estudo da polarizac¸a˜o do va´cuo vamos utilizar a identidade de Slavnov-Taylor para a ac¸a˜o
quaˆntica Γ. Assim, de forma a escrevermos uma identidade de Slavnov-Taylor consistente com o PAQ,
veja [48] e apeˆndice B, adicionamos a` ac¸a˜o (4.38) um termo de fontes BRST invariantes acopladas a`s
variac¸o˜es BRST na˜o lineares,
S′′ext =
∫
d4x
(
ΩaµsA
a
µ + L
asca +Rsσ + F asφ˜a
)
, (4.50)
A ac¸a˜o completa
Σσφ = Sσφ + S
′′
ext , (4.51)
obedece a uma identidade de Slavnov-Taylor, tambe´m va´lida no n´ıvel quaˆntico, de forma que
S(Γ) =
∫
d4x
(
δΓ
δΩaµ
δΓ
δAaµ
+
δΓ
δLa
δΓ
δca
+
δΓ
δR
δΓ
δσ˜
+
δΓ
δF a
δΓ
δφ˜a
+ ba
δΓ
δc¯a
)
= 0 , (4.52)
onde
Γ = Σσφ + ǫΣ
(1)
σφ + ǫ
2Σ
(2)
σφ + . . . (4.53)
Considerando a aproximac¸a˜o a primeira ordem em ǫ e atuando em (4.52) com o operador teste
δ2
δca(x)δAbν(y)
(4.54)
e colocando todos os campos e fontes a zero, Aaµ = Ω
a
µ = c
a = La = φ˜a = R = F a = ba = c¯a = 0,
obtemos a seguinte identidade de Ward para a polarizac¸a˜o do va´cuo
∂xµ
δ2Γ(1)
δAaµ(x)δA
b
ν (y)
=
φ∗
ρ0
δ2
[∫
d4z
(
ε3npbncp
)
z
· Γ](1)
δca(x)δAbν (y)
+
σ∗
gζ0
δ2
[∫
d4z (Aaα∂αc
a)z · Γ
](1)
δca(x)δAbν(y)
. (4.55)
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O lado direito da expressa˜o (4.55) sugere a quebra da trasnversalidade devido a presenc¸a dos con-
densados Overhauser e de gluons. Contudo o u´ltimo termo, associado ao condensado de gluons, e´
nulo, devido a transversalidade do propagador do glu´on no n´ıvel a´rvore. Para argumentar sobre isso
consideremos a transversalidade do propagador do glu´on (4.49), que segue da condic¸a˜o ∂µA
a
µ = 0.
Portanto o segundo termo em (4.55), proporcional ao condensado σ∗, e´, de fato, nulo. Isto porque
temos a presenc¸a de gluons internos se propagando na expansa˜o em lac¸os, sempre acompanhados de
quadridivergeˆncias. Um ca´lculo expl´ıcito a um lac¸o conduzira´ a` confirmac¸a˜o deste resultado. Desta
forma, temos
∂xµ
δ2Γ(1)
δAaµ(x)δA
b
ν (y)
=
φ∗
ρ0
δ2
[∫
d4z
(
ε3npbncp
)
z
· Γ](1)
δca(x)δAbν(y)
= φ∗Kabν (x, y) . (4.56)
O lado esquerdo da expressa˜o (4.56) representa a polarizac¸a˜o do va´cuo enquanto que Kabν (x, y) repre-
senta a func¸a˜o de Green 1PI com inserc¸a˜o do operador composto
∫
d4z
(
ε3npbncp
)
z
, com um glu´on e
um fantasma amputados externamente.
Devido a invariaˆncia de Lorentz, podemos escrever a transformada de Fourier da identidade de Ward
(4.56) como§
pµΠ
ab
µν(p, ω) = ωa
ab(p, ω)pν , (4.57)
onde Πabµν(p, ω) e´ a polarizac¸a˜o do va´cuo. Esta identidade de Ward mostra formalmente que a po-
larizac¸a˜o do va´cuo deixa de ser transversa devido a presenc¸a do condensado Overhauser, a um lac¸o.
Note ainda que o condensado σ∗ na˜o quebra a transversalidade da polarizac¸a˜o do va´cuo. Veremos
mais adiante a confirmac¸a˜o deste resultado formal quando calcularmos a massa dinaˆmica do glu´on
explicitamente, veja [16], a um lac¸o.
Poles of the gluon propagator
Para analizar os po´los do propagador do glu´on, reescrevemos a identidade de Ward (4.57) na forma
pµ
[
Πabµν(p, ω)− aab(p, ω)δµν
]
= 0 , (4.58)
Utilizando esta relac¸a˜o para o ca´lculo do fator de forma do glu´on a um lac¸o pode-se deduzir que
1
9
〈
Aaµ(p)A
a
µ(−p)
〉
(1)
=
1
p2 +m2 + Π
aa(p,ω)+aaa(p,ω)
3
, (4.59)
onde foi utilizada a decomposic¸a˜o
Πabµν(p, ω) =
(
δµν − pµpν
p2
)
Πab(p, ω) + aab(p, ω)δµν . (4.60)
e a soma sobre os ı´ndices de cor e´ assumida. Da expressa˜o (4.59) conclu´ımos que ambos condensados
afetam o polo do propagador do glu´on. Ale´m disso, o polo e´ afetado pela quebra de transversalidade da
polarizac¸a˜o do va´cuo. Contudo, essa na˜o e´ toda a histo´ria. Da expressa˜o dos propagadores fantasmas
(4.46) vemos que a um lac¸o, teremos diferentes contribuic¸o˜es nos setores Abeliano e na˜o Abeliano.
Devido a isso, e´ conveniente decompor a identidade (4.58) da mesma forma. Portanto, escrevemos a
polarizac¸a˜o do va´cuo como,
Π33µν(p, ω) =
(
δµν − pµpν
p2
)
Π(p, ω) + a(p, ω)δµν ,
ΠABµν (p, ω) = δ
AB
[(
δµν − pµpν
p2
)
Π˜(p, ω) + a˜(p, ω)δµν
]
, (4.61)
§Lembramos que ω ∝ φ∗.
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veja os detalhes em [16]. Desta forma a componente Abeliana do propagador do glu´on se escreve como〈
A3µ(p)A
3
ν(−p)
〉
(1)
=
1
p2 +m2 +Π(p, ω) + a(p, ω)
(
δµν − pµpν
p2
)
, (4.62)
enquanto que as componentes na˜o Abelianas ficam na forma〈
AAµ (p)A
A
µ (−p)
〉
(1)
=
δAB
p2 +m2 + Π˜(p, ω) + a˜(p, ω)
(
δµν − pµpν
p2
)
, (4.63)
Lembrando que, evidentemente,〈
A3µ(p)A
A
ν (−p)
〉
(1)
= 0 , (4.64)
E´ evidente que Π 6= Π˜. Conclu´ımos assim que a quebra da transversalidade na˜o so´ afeta o polo dos
propagadores como, devido a escolha da direc¸a˜o do condensado no espac¸o de cor, existe uma diferenc¸a
nestes po´los, entre os setores Abeliano e na˜o Abeliano, indicando uma quebra da degeneresceˆncia da
massa dinaˆmica do glu´on. Veremos a seguir como esta diferenc¸a gera efeitos f´ısicos na˜o triviais. Note
ainda que, como demonstrado formalmente anteriormente, existe a confirmac¸a˜o de que o propagador e´
transverso.
4.4 Dynamical mass computation
Vamos agora apresentar os resultados expl´ıcitos atrave´s de um roteiro que facilitara´ o entendimento do
ca´lculo da contribuic¸a˜o dos condensados para a massa do glu´on. Os detalhes deste ca´lculo pode ser
encontrado em [16].
E´ importante ter em mente que a definic¸a˜o de massa aqui considerada e´ a massa efetiva obtida atrave´s
da polarizac¸a˜o do va´cuo a momento nulo. Esta escolha e´ feita pois a massa como polo do propagador
exige o conhecimento da polarizac¸a˜o do va´cuo a momento p, que de fato, e´ muito dif´ıcil de se obter
no presente caso, veja [16] para uma discusa˜o mais detalhada. Lembramos que o estudo da massa
como polo do propagador foi feito [100, 101], com o me´todo LCO, contudo, este estudo esta´ ale´m da
ambic¸a˜o desta tese.
4.4.1 Contributions
Para a contribuic¸a˜o de um lac¸o para a massa teremos que calcular a contribuic¸a˜o dos campos de
Faddeev-Popov,
[
Πabµν(0)
]
gh
, bem como a contribuic¸a˜o do lac¸o de gluons,
[
Πabµν(0, ω)
]
gl
. Neste u´ltimo,
temos ainda a contribuic¸a˜o das flutuac¸o˜es do condensado σ∗, atrave´s do ve´rtice σ˜A2. Note que estes
diagramas deixam de ser nulos no caso em que o propagador do glu´on e´ massivo.
Comecemos pela componente de gluons. Tal ca´lculo pode ser encontrado em [100, 101], para o caso
geral N . Adaptando este resultao para o caso N = 2 e tomando o limite p2 = 0, chegamos a[
Πabµν(0)
]
gl
=
g2
16π2
m2
(
− 7
48
+
17
8
ln
m2
µ2
)
δabδµν . (4.65)
No caso da contribuic¸a˜o da componente fantasma, vimos que a decomposic¸a˜o Abeliana e´ necessa´ria.
De acordo com [16], o setor na˜o Abeliano corresponde a
[
ΠABρρ (0)
]
gh
= −g2εAmnεBpq
∫
ddk
(2π)
d
k2 〈c¯mcq〉k 〈c¯pcn〉k = 2g2δAB
∫
ddk
(2π)
d
k4
k2 (k4 + ω2)
, (4.66)
53
54 CHAPTER 4. COMBINED ANALYSIS OF THE CONDENSATES
〈
AAµA
A
µ
〉
AND
〈
FABCC¯BCC
〉
o que resulta em
[
ΠABρρ (0)
]
gh
= −δAB ωg
2
16π
. (4.67)
Finalmente, o setor Abeliano, e´ obtido atrave´s de, veja [16],
[
Π33ρρ(0)
]
gh
= −g2
∫
ddk
(2π)
d
k2
(k4 + ω2)
2
(−2k4 + 2ω2) . (4.68)
De onde e´ fa´cil deduzir que
[
Π33ρρ(0)
]
gh
− g
2ω
8π
. (4.69)
Chamamos a atenc¸a˜o para o fato de
[
Π33ρρ(0)
]
gh
6= [ΠABρρ (0)]gh, confirmando o argumento apresentado
anterioprmente que o condensado
〈
εabcc¯bcc
〉
quebra a degeneresceˆncia da massa do glu´on. Note ainda
que, este resultado esta´ de acordo com o resultado obtido no calibre de Curci-Ferrari [111], onde a
componente Abeliana e´ duas vezes maior que a componente na˜o Abeliana.
4.4.2 Results and interpretations
Como oservado em [89, 111], a contribuic¸a˜o dos condensados fantasmas para a massa do glu´on e´
negativa. Desta forma, se levarmos em considerac¸a˜o apenas os condensados fantasmas, teremos, a um
lac¸o, uma massa dinaˆmica taquioˆnica para o glu´on. Contudo, a contribuic¸a˜o devido ao condensado
AaµA
a
µ e´ positiva. Estes efeitos, de fato, se compensam e resutam em massas positivas,
m2Ab = m
2 + δm2 − g
2ω
32π
,
m2nAb = m
2 + δm2 − g
2ω
64π
, (4.70)
onde mAb e mAb representam, respectivamente, as massas de gluons Abelianos e na`o Abelianos. A
quantidade δm2 representa a contribuic¸a˜o proveniente de diagramas de gluons, extra´ıdo da expressa˜o
(4.65),
δm2 =
g2
16π2
m2
(
− 7
48
+
17
8
ln
m2
µ2
)
. (4.71)
Observe que independentemente da escala escolhida temos a relac¸a˜o
m2nAb > m
2
Ab , (4.72)
Como discutido no ca´lculo da energia do va´cuo, teremos que lidar com o problema da existeˆncia de
duas escalas de massa. O mesmo tratamento pode ser feito para o presente ca´lculo, de forma que os
valores expl´ıtos sa˜o calculados atrave´s de
m2Ab = m
2 +
g2
16π2
m2
(
− 7
48
)
− g˜
2ω˜
32π
,
m2nAb = m
2 +
g2
16π2
m2
(
− 7
48
)
− g˜
2ω˜
64π
, (4.73)
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Substituindo os valores (4.36) em (4.73), chegamos a
m2Ab ≈ 1.66Λ2MS ,
m2nAb ≈ 2.34Λ2MS , (4.74)
A relac¸a˜o (4.72) e´, usualmente, interpretada como uma evideˆncia da dominaˆncia Abeliana. Por ex-
emplo, no caso do MAG, este efeito e´ observado, [126, 127, 108, 7, 15, 20, 23, 25]. Analogamente,
podemos interpretar a relac¸a˜o (4.72) juntamente com os valores nume´ricos consistentes com o grupo de
renormalizac¸a˜o (4.74) como uma indicac¸a˜o da dominaˆncia Abeliana no calibre de Landau¶. Ressalta-
mos que no caso do MAG, a decomposic¸a˜o nos setores Abeliano e na˜o Abeliano e´ efetuada diretamente
na fixac¸a˜o de calibre. No caso do calibre de Landau, na˜o existe esta quebra do grupo a priori, o torna
o efeito da quebra de degeneresceˆncia um resultado extremamente forte.
¶Infelizmente, ate´ nosso conhecimento, um valor nume´rico expl´ıcito para Λ
N=2;Nf=0
MS
esta´ ainda indispon´ıvel na
literatura. Isso impossibilita uma estimativa exata das massas (4.74).
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Part III
GRIBOV AMBIGUITIES
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Chapter 5
Preliminary notions
O trabalho original de Gribov, [67], chama a atenc¸a˜o para o fato de que o processo de quantizac¸a˜o
das teorias de Yang-Mills falha num determinado momento, veja [12] para uma introduc¸a˜o pedago´gica
sobre o assunto. Gribov mostrou que o me´todo de Faddeev-Popov, [43], funciona muito bem para
tratar problemas quaˆnticos perturbativos. Contudo, ao ir para o regime na˜o-perturbativo, o me´todo
de Faddeev-Popov resulta ser incompleto. De fato, o problema de Gribov e´ caracterizado pelo fato
de que o procedimento de fixac¸a˜o de calibre para eliminar os graus de liberadade na˜o f´ısicos da teoria
na˜o e´ suficiente para se obter uma quantizac¸a˜o consistente. De fato, ao sair do regime perturbativo
detecta-se ainda uma simetria de calibre residual identificada atrave´s das chamadas co´pias de Gribov.
Gribov, ainda em seu trabalho original [67], aperfeic¸oou o me´todo de quantizac¸a˜o de Faddeev-Popov [43]
para o caso espec´ıfico dos calibres de Landau e Coulomb. Sua soluc¸a˜o consiste em restringir o dom´ınio
de integrac¸a˜o do espac¸o funcional dos campos de calibre para uma regia˜o onde exista um nu´mero
menor de co´pias de Gribov, a chamada primeira regia˜o de Gribov ou simplesmente regia˜o de Gribov.
O efeito f´ısico desta restric¸a˜o se reflete nos propagadores da teoria. O propagador do glu´on mostra-se
suprimido na regia˜o de baixas energias enquanto o propagador dos campos de Faddeev-Popov se torna
mais singular, nesta regia˜o de energia, quando comparada a` predic¸a˜o perturbativa. Esta singularidade
caracteriza a existeˆncia de forc¸as de longo alcance quando no regime de baixas energias, imprencid´ıveis
para o fenoˆmeno do confinamento da cor. Ainda, os po´los do propagador do glu´on deixam de ser reais,
quando se leva em conta a restric¸a˜o de Gribov, evidenciando o cara´ter na˜o observacional dos campos
de calibre, eliminando-os do espectro f´ısico da teoria, como deve ser para objetos confinados.
Com isso Gribov mostrou que o problema do confinamento esta´ diretamente relacionado com o processo
de quantizac¸a˜o das teorias de Yang-Mills, ou seja, as co´pias de Gribov esta˜o presentes exatamente na
regia˜o de baixas energias, onde o regime e´ caracterizado pelo acoplamento forte e a teoria de perturbac¸a˜o
na˜o e´ mais va´lida. Desta forma, uma compreensa˜o mais apurada dos aspectos da quantizac¸a˜o das teorias
de Yang-Mills sa˜o uma necessidade para a compreensa˜o do confinamento.
Apesar de o tratamento de Gribov ter sido feito essencialmente nos calibres de Landau e Coulomb, a
existeˆncia das ambigu¨idades de Gribov e´ uma patologia presente em qualquer calibre e qualquer teoria
de calibre topologicamente na˜o trivial. De fato, Singer mostrou formalmente, [72], que as ambigu¨idades
de Gribov ocorrem devido ao fato de as teorias de Yang-Mills serem na˜o triviais sob o ponto de vista
topolo´gico∗. Ou seja, fixar o calibre na˜o e´ um passo poss´ıvel globalmente, no sentido de englobar todo
o espac¸o funcional, sendo poss´ıvel apenas localmente. Matematicamente, para se quantizar as teorias
de Yang-Mills, devemos definir uma sec¸a˜o no fibrado principal. Isto so´ e´ poss´ıvel se o fibrado principal
for trivial, o que na˜o e´ verdade no caso das teorias de Yang-Mills.
∗Veja [38, 128, 129] para a explicac¸a˜o da geometria por tra´s das teorias de Yang-Mills.
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Apo´s a descoberta das ambigu¨idades de Gribov, uma se´rie de trabalhos [114, 130, 131, 132, 116, 86, 115,
117, 87, 133] fez com que um grande avanc¸o no entendimento da regia˜o de Gribov fosse desenvolvido.
A regia˜o de Gribov, no calibre de Landau, ainda possui co´pias dentro dela [114, 116, 117, 118]. Mas a
restric¸a˜o na˜o e´ inconsistente pois, de fato, toda o´rbita de calibre pasa pelo menos uma vez na regia˜o de
Gribov. Esta importante propriedade, demonstrada em [130, 131, 132], diz que, mesmo que a restric¸a˜o
a` primeira regia˜o de Gribov na˜o elimine todas as co´pias, uma grande parte delas e´ eliminada, tudo fora
da regia˜o de Gribov sa˜o co´pias de Gribov, portanto, configurac¸o˜es de campo na˜o f´ısicas. Descobriu-se
tambe´m a existeˆncia de uma regia˜o que seria mais fundamental que a regia˜o de Gribov, a chamada
regia˜o modular fundamental (RMF), [114, 116, 117, 118]. Esta regia˜o seria enta˜o livre de co´pias,
exceto por sua borda. As co´pias da borda da RMF seriam enta˜o identificadas e a topologia desta nova
regia˜o seria por demais complexa, mas, enfim, uma regia˜o livre de co´pias. Contudo, trabalhar com
essa regia˜o e´ algo na˜o trivial, e sua implementac¸a˜o a` teoria de modo eficaz ainda e´ um problema a ser
resolvido. Uma tentativa de implementar a restric¸a˜o a RMF foi feita, com relativo sucesso, em [118],
na formulac¸a˜o Hamiltoniana.
Em particular, o estudo da primeira regia˜o de Gribov permitiu que a restric¸a˜o a esta regia˜o fosse
implementada na integral de caminho de forma local e renormaliza´vel, no calibre de Landau/Coulomb,
[86, 87, 88]. Isto significa que, no calibre de Landau, existe uma Lagrangiana que descreve as teorias
de Yang-Mills onde a integral de caminho possui dom´ınio de integrac¸a˜o igual a regia˜o de Gribov,
eliminando, portanto, muitas das co´pias de Gribov. Esta Lagrangiana possui as propriedades ba´sicas
essenciais para se efetuar ca´lculos, isto e´, local, renormaliza´vel e obedece ao grupo de renormalizac¸a˜o.
Contudo, tentativas de ca´lculos reais, [11, 134, 135] a um e dois lac¸os na˜o se mostraram ta˜o simples
assim, reforc¸ando a ide´ia de que o problema de Gribov e sua soluc¸a˜o sa˜o de cara´ter essencialmente na˜o
perturbativo. Contudo, o cara´ter qualitativo dos resultados sa˜o consistentes com os ca´lculos nume´ricos
feitos na rede [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80] bem como ca´lculos utilizando as equac¸o˜es de Scwhinger-Dyson
[63].
Ainda no calibre de Landau, foi estudada a compatibilidade da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger com a gerac¸a˜o
dinaˆmica de massa, [6, 8, 11]. Nestes trabalhos, os resultados sa˜o compat´ıveis com as predic¸o˜es da
rede [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80] e das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson [63]. Ou seja, o propagador do
glu´on permanece suprimido na regia˜o infravermelha, sendo esta supressa˜o ainda mais forte quando se
leva em conta a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. Ao mesmo tempo, o propagador do ghost continua mais
singular que a predic¸a˜o perturbativa.
E´ importante ressaltar que pouco foi feito com relac¸a˜o a`s ambigu¨idades de Gribov em outros calibres que
na˜o os calibres de Landau e Coulomb. Recentemente, estudos destes problemas foram feitos nos calibres
lineares covariantes [14] encontrando supressa˜o do progador do glu´on transverso devido ao horizonte de
Gribov e supressa˜o do propagador longitudinal do glu´on devido a` gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. Ainda,
uma quantidade associada a restric¸a˜o do dom´ınio de integrac¸a˜o se mostra mais singular que a predic¸a˜o
perturbativa. Esta quantidade possui o mesmo papel que o propagador do ghost no calibre de Landau.
Ainda, este resultado, obtido analiticamente, esta´ em acordo qualitativo com a predic¸a˜o nume´rica
calculada utilizando-se os me´todos da QCD na rede, [136, 137, 138]. Neste cap´ıtulo dedicaremos uma
sec¸a˜o a este to´pico, devido ao fato de os calibres lineares covariantes serem a generalic¸a˜o linear natural
do calibre de Landau.
Outro calibre explorado com relac¸a˜o a`s ambigu¨idades de Gribov e´ o calibre ma´ximo Abeliano, o chamado
MAG [71], no caso de SU(2). Em [139, 140] as propriedades ba´sicas das co´pias de Gribov no MAG sa˜o
discutidas em detalhe. Em [15], seguindo a pres-crissa˜o do trabalho original de Gribov, [67], a influeˆncia
do horizonte nos propagadores dos campos fundamentais das teorias de Yang-Mills sa˜o discutidos no
n´ıvel a´rvore, encontrando resultados em completo acordo qualitativo com as predic¸o˜es da rede, vide
[141, 142, 126, 127]. Em particular, o propagador do glu´on diagonal apresenta uma supressa˜o na regia˜o
infravermelha devido ao horizonte de Gribov enquanto os propagadores na˜o diagonais sa˜o suprimidos
devido apenas a` gerac¸a˜o dinaˆmica de massa.
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Os resultados expostos ate´ agora neste cap´ıtulo sa˜o todos obtidos a temperatura zero. Somente
muito recentemente, o horizonte de Gribov e sua influeˆncia nas teorias de Yang-Mills foram estudados
analiticamente a` temperatura finita. Como resultado, obte´m-se um equac¸a˜o de estado para o plasma
de quarks e gluons [143, 144]. Este resultado na˜o so´ esta´ de acordo com os resultados anteriores
[145, 146, 147], como os aperfeic¸oam.
E´ importante ter em mente que um resultado final ainda na˜o esta´ estabelecido. Ate´ o presente momento,
na˜o sabemos como se quantizar as teorias de Yang-Mills de maneira completa e eficiente. Da mesma
forma, e diretamente relacionado, esta´ o fato de que um me´todo na˜o perturbativo completo na˜o esta´
ainda estabelecido.
Vamos rever a problema´tica de Gribov pelo resto deste cap´ıtulo. Discutiremos os principais pontos
relativos a`s ambigu¨idades na quantizac¸a˜o de Faddeev-Popov [43] e como esse problema se reflete na
teoria. Revisaremos a soluc¸a˜o proposta por Gribov [67, 12] e em seguida o aperfeic¸oamento desta
desenvolvido por Zwanziger, obtendo uma formulac¸a˜o local e renormaliza´vel das teorias de Yang-Mills
livre de um grande nu´mero de co´pias de calibre. Como na parte anterior vamos nos ater ao calibre de
Landau a temperatura nula.
5.1 Gribov problem
5.1.1 Gribov copies
A quantizac¸a˜o das teorias de Yang-Mills pode ser efetuada, por exemplo, atrave´s do me´todo de Faddeev-
Popov [43]. Neste procedimento a integral de caminho apropriada para descrever quanticamente a
teoria, ou seja, com o v´ınculo garantindo a imposic¸a˜o do calibre de Landau,
∂µA
a
µ = 0 , (5.1)
e´
Z =
∫
DAδ(∂µA
a
µ) det(Mab)e−SYM , (5.2)
onde Mab e´ o operador de Faddeev-Popov, dado por,
Mab = −∂µDabµ . (5.3)
Gribov mostrou, em [67], que a condic¸a˜o (5.1) na˜o fixa o calibre univocamente. Ou seja, para uma
dada configurac¸a˜o Aµ obedecendo ao calibre de Landau, existe uma configurac¸a˜o equivalente A˜µ, que
tambe´m obedece ao calibre de Landau, ou seja,
A˜µ = Aµ + U
†DµU ,
∂µA˜µ = ∂µAµ = 0 . (5.4)
A configurac¸a˜o A˜µ e´ chamada de co´pia de Gribov associada ao campo Aµ. Substituindo a primeira
das (5.4) na segunda, chegamos a` relac¸a˜o
∂µ
(
U †DµU
)
= 0 . (5.5)
A equac¸a˜o (5.5) e´ a equac¸a˜o das co´pias, ou seja, as soluc¸o˜es desta equac¸a˜o para os elementos do
grupo U definem a existeˆncia de co´pias para uma dada configurac¸a˜o Aµ. Exemplos de co´pias de Gribov
podem ser encontradas, por exemplo, no trabalho original de Gribov [67] e em [148].
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A equac¸a˜o (5.5) define todas as poss´ıveis co´pias de Gribov associadas a` configurac¸a˜o Aµ. No caso de
co´pias muito pro´ximas, nos restringimos a transformac¸o˜es infinitesimais. Neste caso, e´ trivial mostrar
que, a` primeira ordem, a equac¸a˜o das co´pias (5.4) se resume a
Mabωb = 0 , (5.6)
onde Mab e´ o operador de Faddeev-Popov (5.3) e ωa o paraˆmetro da transformac¸a˜o de calibre†.
5.1.2 Gribov region and Gribov horizon
A equac¸a˜o de co´pias infinitesimais (5.6) fornece importantes informac¸o˜es sobre como as co´pias de
Gribov se arrumam no espac¸o funcional dos campos de calibre. Primeiramente, vemos que as co´pias
infinitesimais aparecem onde o operador de Faddeev-Popov possui autovalores nulos. Vamos enta˜o
escrever a equac¸a˜o de autovalores para o operador de Faddeev-Popov
Mabωb = ǫωa , (5.7)
onde os autovalores dependem da configurac¸a˜o do campo de calibre ǫ = ǫ(A). Esta equac¸a˜o nos
permite definir os chamados horizontes de Gribov. Para tal, entendemos esta equac¸a˜o como um tipo
de equac¸a˜o de Schro¨dinger, com Aaµ fazendo o papel do potencial. Ainda, e´ fa´cil ver que o operador
de Faddeev-Popov, no calibre de Landau, e´ um operador hermitiano‡, possuindo assim autovalores
reais. Para pequenos valores de Aaµ o termo cine´tico −∂2, em (5.7), e´ dominante, onde k repre-
senta o momento. Assim, denotando o conjunto de autovalores de uma dada configurac¸a˜o Aaµ por
{ǫ1(A), ǫ2(A), ǫ3(A), . . .}, temos que, para Aaµ pequeno, todos autovalores ǫi(A) sa˜o positivos, i.e.
ǫi(A) > 0. Contudo, conforme o campo A
a
µ cresce em magnitude, um dos autovalores, digamos ǫ1(A),
se torna nulo. E, conforme a magnitude de Aaµ aumenta mais, este autovalor se torna negativo. Para
um valor ainda maior de Aaµ, um segundo autovalor, ǫ2(A), se anula, se tornando negativo conforme
a configurac¸a˜o de calibre aumenta ainda mais, e assim por diante. Analisando este comportamento,
dividimos o dom´ınio do espac¸o funcional dos campos de calibre em regio˜es {C0, C1, C2, . . . , Cn} nas
quais o operador de Faddeev-Popov, (5.3), possui {0, 1, 2, . . . , n} autovalores negativos, conforme rep-
resentado na Fig. 5.1. As regio˜es Ci sa˜o as chamadas regio˜es de Gribov. As curvas que separam
tais regio˜es, li, sa˜o os horizontes de Gribov, definidos como as curvas sobre as quais o operador de
Faddeev-Popov possui autovalores nulos.
A primeira regia˜o de Gribov, C0, sera´ chamada simplesmente de regia˜o de Gribov, enquanto que o
primeiro horizonte, l0, sera´ chamado de horizonte de Gribov. Ainda, denotaremos o horizonte por
l0 ≡ ∂C0.
Note que a configurac¸a˜o Aaµ = 0 e´ o ponto mais “distante” do horizonte de Gribov, pois induz o maior
autovalor do operador de Faddeev-Popov. Desta forma, podemos concluir que o va´cuo perturbativo
reside no centro da regia˜o de Gribov.
5.1.3 Properties of the Gribov region
A regia˜o de Gribov possui, estritamente, autovalores positivos do operador de Faddeev-Popov. Esta
propriedade nos permite definir a regia˜o de Gribov como
C0 ≡
{
Aaµ
∣∣ ∂µAaµ = 0, Mab > 0} . (5.8)
†Veja o apeˆndice A para as notac¸o˜es e convenso˜es utilizadas.
‡Note que as equac¸o˜es de co´pias (5.5) e (5.6) sa˜o va´lidas tambe´m nos calibres lineares covariantes. Contudo, o fato
de os campos na˜o serem transversos destro´i a hermiticidade do operador de Faddeev-Popov, e, consequentemente,
as propriedades que se seguem neste cap´ıtulo.
62
CHAPTER 5. PRELIMINARY NOTIONS 63
Figure 5.1: Regio˜es e horizontes de Gribov.
Pro´ximo ao horizonte, os autovalores se aproximam de zero e as co´pias, cada vez mais, sa˜o pro´ximas
umas das outras. Ou seja, as co´pias infinitesimais esta˜o pro´ximas ao horizonte.
A regia˜o C0 possui algumas importantes propriedades, que, podem ser usadas em favor de eliminar as
co´pias de Gribov. Vamos enunciar tais propriedades. A demonstrac¸a˜o destas propriedades pode ser
encontrada na literatura de refereˆncia especificada em cada uma das propriedades, a seguir.
• Propriedade 1: Para qualquer campo de calibre localizado na regia˜o Ci, pro´ximo ao horizonte
∂Ci, existe uma configurac¸a˜o equivalente na regia˜o Ci+1, tambe´m pro´ximo ao horizonte ∂Ci.
A demonstrac¸a˜o desta propriedade, feita em [67], e´ desenvolvida mostrando que tais co´pias
possuem autovalores iguais com sinais opostos. Ou seja, esta˜o em lados diferentes do horizonte.
Esta propriedade sugere a restric¸a˜o do dom´ınio do espac¸o funcional de Aaµ a` regia˜o de Gribov.
De fato, isso foi sugerido pelo pro´prio Gribov, [67]. Contudo, antes de mostrarmos os efeitos da
restric¸a˜o, vamos desenvolver outras propriedades que generalizam e aperfeic¸oam a propriedade
de Gribov. Veja Fig. 5.2.
Figure 5.2: Co´pias de Gribov pro´ximas aos horizontes.
• Propriedade 2: A regia˜o C0 e´ convexa.
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Esta propriedade, demonstrada em [131] utilizando o me´todo de campo de fundo, nos diz que
se um campo pode ser escrito como a interpolac¸a˜o de dois outros campos que pertenc¸am a
regia˜o de Gribov, enta˜o este campo tambe´m pertence a regia˜o de Gribov. Ou seja, se {A1, A2}
sa˜o campos pertencentes a regia˜o C0, {A1, A2} ∈ C0, e se o campo A pode ser escrito como
A = αA1+(1−α)A2, onde o paraˆmetro de interpolac¸a˜o e´ dado por 0 ≤ α ≤ 1, enta˜o A tambe´m
habita a regia˜o C0, A ∈ C0.
• Propriedade 3: A regia˜o C0 possui fronteira em todas as direc¸o˜es.
A demostrac¸a˜o desta propriedade esta´ feita em [131]. Esta simples propriedade nos diz que sempre
podemos afirmar se uma dada configurac¸a˜o finita esta´ dentro ou fora da regia˜o C0. Ou seja, a
regia˜o C0 e´ finita e bem definida em todas as direc¸o˜es, de forma que sempre podemos atingir
sua fronteira (o horizonte de Gribov) com um limite apropriado. Outra forma de entendermos
esta propriedade e´ dizendo que toda configurac¸a˜o existente dentro da regia˜o de Gribov esta´ a
uma “distaˆncia” finita do va´cuo perturbativo Aaµ = 0, que nada mais e´ que o centro da regia˜o
de Gribov.
• Propriedade 4: Toda o´rbita de calibre passa pela regia˜o C0.
Esta propriedade se encontra demonstrada em [130, 131]. Por o´rbita de calibre entendemos
a quantidade definida na segunda das (3.16), ou seja, a variac¸a˜o do campo Aµ ao longo dos
elementos U do grupo. Portanto, para uma configurac¸a˜o geral Aµ, na˜o pertencente a` C0, existe
uma configurac¸a˜o equivalente dentro de C0. Assim, o resultado de Gribov (Propriedade 1) para
co´pias pro´ximas se generaliza dizendo que todas as configurac¸o˜es que na˜o pertencem a` regia˜o C0
sa˜o co´pias de Gribov de alguma configurac¸a˜o que existe dentro da regia˜o C0.
• Propriedade 5: A regia˜o C0 esta´ contida dentro do Elipsoide de Landau, EL, C0 ⊇ EL.
Este resultado, discutido em [132, 116, 86], pode ser entendido como uma apri-morac¸a˜o da
propriedade 3, estabelecendo um limite geome´trico para a regia˜o de Gribov. O chamado elipso´ide
de Landau e´ definido pelo hiperelipso´ide∫
d4q
(2π)2
aaµ(q)a
a†
µ (−q)
q2
= C , (5.9)
onde C e´ uma constante dependente da dimensa˜o do grupo de calibre. As quantidades aa†µ e aaµ
sa˜o coeficientes de expansa˜o de Aaµ. Este resultado e´ extremamente importante pois, tomando-se
o valor esperado da equac¸a˜o (5.9) encontra-se que o propagador do glu´on Dabµν(q) obedece a
relac¸a˜o∫
d4q
(2π)2
Daaµµ(q)
q2
≤ C
4
. (5.10)
O resultado (5.10) implica numa contradic¸a˜o com relac¸a˜o a predic¸a˜o perturbativa do grupo de
renormalizac¸a˜o [116].
Apesar de estas propriedades mostrarem a grande importaˆncia da regia˜o de Gribov, esta ainda na˜o e´ livre
de co´pias [114, 115, 116, 117, 118, 92, 93], pois na˜o se sabe quantas vezes cada o´rbita cruza a fronteira
de C0. De fato estas co´pias existem e esta˜o associadas a co´pias sem carga topolo´gica [148]. Contudo,
ainda podemos definir uma regia˜o mais refinada, chamada regia˜o modular fundamental. Apesar de
sua implementac¸a˜o na teoria ser altamente na˜o trivial e na˜o ter sido feita na integral de caminho ate´
hoje, esta regia˜o seria livre de co´pias. Vamos desenvolver uma breve discussa˜o sobre a regia˜o modular
fundamental na pro´xima sec¸a˜o. Contudo, vamos nos ater a regia˜o de Gribov pelo resto desta tese.
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5.1.4 Fundamental modular region and the functional A2min
E´ muito simples entender porque existe a possibilidade de ainda haver co´pias dentro da regia˜o de Gribov.
De acordo com a propriedade 4 discutida anteriormente, cada o´rbita de calibre passa pela regia˜o de
Gribov pelo menos uma vez, mas nada garante que seja uma u´nica vez. Outra forma de vermos isso e´
atrave´s da definic¸a˜o da regia˜o de Gribov C0 em (5.8). Pensemos novamente no funcional A
2
min descrito
em (3.16). Podemos definir a regia˜o de Gribov C0 como o conjunto de campos A
a
µ que estabilizam
o funcional A2min. Impondo a nulidade da variac¸a˜o primeira em (3.16) selecionamos as configurac¸o˜es
que obedecem ao calibre de Landau (5.1), estas sa˜o as configurac¸o˜es que tornam o funcional A2min
estaciona´rio. Requerendo agora que a variac¸a˜o segunda de (3.16) seja positiva, encontrando assim a
equac¸a˜o de co´pias infinitesimais (5.6), ou seja, as configurac¸o˜es que impo˜em a estabilidade do funcional
A2min. Contudo, este procedimento encontra todas as configurac¸o˜es que tornam o funcional A
2
min
esta´vel, ou seja, todos os m´ınimos, absolutos ou na˜o. Obviamente, os m´ınimos de uma mesma o´rbita
sa˜o co´pias de Gribov e devem ser filtrados de maneira mais refinada. Assim, devemos selecionar os
m´ınimos absolutos de cada o´rbita para eliminar as co´pias de Gribov. Definimos enta˜o, a chamada
regia˜o modular fundamental (RMF), denotada por Λ, como o conjunto de configurac¸o˜es que tornam o
funcional A2min um m´ınimo absoluto,
Λ ≡ {Aaµ ∣∣ ∂µAaµ = 0, Mab(A) > 0⇔ A2min < A2min ∀ A 6= A} . (5.11)
Apesar de mais requintada, a RMF pode ainda posuir co´pias de Gribov. Essas co´pias sa˜o caracterizadas
por diferentes configurac¸o˜es existindo na mesma o´rbita e gerando o mesmo m´ınimo absoluto para A2min.
De fato essas co´pias existem e vivem na fronteira de Λ e seriam eliminadas atrave´s da identificac¸a˜o
topolo´gica dessas co´pias. Esse procedimento torna a topologia de Λ altamente na˜o trivial, dificultando
ainda mais sua operacionalidade.
Vale ressaltar que, recentemente, foi mostrado formalmente em [149], que as co´pias dentro da primeira
regia˜o de Gribov na˜o afetam os valores esperados da teoria. A prova e´ feita argumentando que a regia˜o
de Gribov e a RMF possuem uma fronteira em comum, e a maior contribuic¸a˜o para a integral de caminho
viria desta fronteira. Contudo, o fato de a RMF ser de dif´ıcil acesso, impossibilita ca´lculos expl´ıcitos
que comprovem este argumento. Mesmo assim, esse resultado torna muito promissor e estimulante o
estudo da regia˜o de Gribov no lugar da RMF, e, de fato, e´ isso que faremos ao longo desta tese.
5.2 Restriction to the Gribov region
Fazendo uso das propriedades discutidas na sec¸a˜o anterior, em particular a quarta propriedade e o fato
de que existem ind´ıcios de que as co´pias dentro da regia˜o de Gribov na˜o afetam os valores esperados
da teoria [149], podemos restringir o dom´ınio de integrac¸a˜o do espac¸o funcional dos campos de calibre
a` primeira regia˜o de Gribov, eliminando assim, um grande nu´mero de co´pias. A integral de caminho
(5.2) deve, enta˜o, ser modificada para
Z =
∫
DAδ(∂µA
a
µ) det(Mab)e−SYMV(C0) , (5.12)
onde o funcional V(C0) garante que a integrac¸a˜o sera´ feita apenas na regia˜o de Gribov. A determinac¸a˜o
do funcional V(C0) pode ser feita com o aux´ılio do propagador dos campos de Faddev-Popov. Antes
de determinar V(C0) vamos ver o que o este funcional e o propagador fantasma nos dizem sobre o
va´cuo da QCD. Apo´s esta ana´lise discutiremos brevemente como Gribov fez a restric¸a˜o considerando
o propagador dos campos de Faddeev-Popov [67]. Depois exporemos o me´todo de Zwanziger§ de
ressomar todos os termos que contribuem para o propagador dos campos fantasmas [86].
§Os dois prcedimentos sa˜o extremamente te´cnicos e na˜o entraremos nestes detalhes aqui de forma a na˜o deixar
a leitura do texto muito pesada.
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5.2.1 Gribov horizon and the QCD vacuum
Vamos analizar a equac¸a˜o das co´pias (5.6). Conclu´ımos anteriormente que o va´cuo perturbativo,
Aaµ = 0, reside no centro da regia˜o de Gribov. Ademais, esta equac¸a˜o nos permite definir o horizonte
de Gribov como o conjunto de campos Aaµ que geram os primeiros autovalores nulos do operador de
Faddeev-Popov. Por outro lado, o operador de Faddeev-Popov e´ o operador que aparece atuando nos
fantasmas de Faddeev-Popov. Assim, conforme nos aproximamos do horizonte, o inverso deste operador
se torna cada vez maior, ate´ que, no horizonte, ele torna-se singular. Ainda, como na regia˜o de Gribov
o operador de Faddeev-Popov e´ positivo-definido, veja (5.8), o propagador de Faddev-Popov tambe´m
o sera´.
Vamos analisar o propagador dos campos de Fadeev-Popov. A teoria de perturbac¸o˜es aplicada ao
ca´lculo do propagador fantasma utilizando a integral de caminho de Faddeev-Popov (5.2) nos leva a
Gab(k) =
δab
k2
1(
1− 11g2N48π2 log Λ
2
k2
) 9
44
, (5.13)
onde Λ e´ o corte ultravioleta e N e´ a dimensa˜o do Grupo, dada pelo nu´mero de Casimir facdf bcd =
Nδab. O propagador (5.13) possui dois po´los, um em k21 = 0 e outro em k
2
2 = Λ
2e
− 48π2
11Ng2 . E´ fa´cil ver
que quando k2 e´ grande o termo que gera o po´lo k2 desaparece e o termo que gera k1 deixa de ser
singular. Nesta escala de energia sabemos que a teoria de perturbac¸o˜es e´ va´lida e portanto, estamos
lidando com o va´cuo perturbativo Aaµ = 0, ou seja, longe do horizonte. Analizando o termo que gera o
po´lo k2 vemos que, para energias acima do po´lo k
2
2 , o fator 1 domina e o propagador (5.13) e´ positivo,
indicando que ainda estamos dentro da regia˜o de Gribov. Para energias abaixo do po´lo k22 o propagador
(5.13) se torna complexo, significando que, em algum momento, cruzamos o horizonte de Gribov para
fora da regia˜o de Gribov. Desta forma, V(C0) impediria a existeˆncia deste po´lo. Ainda, V(C0) impediria
a existeˆncia de um po´lo finito pois este acarretaria no mesmo problema do po´lo k22 . Por outro lado,
o po´lo k21 = 0 esta´ longe da origem, A
a
µ = 0, e na˜o possui o problema de cruzar o horizonte pois
na˜o podemos ir a valores menores que o zero. Assim, este po´lo e´ a u´nica possibilidade de descrever
o horizonte. Podemos enta˜o esperar que o va´cuo real da QCD seja descrito pelas configurac¸o˜es que
esta˜o pro´ximos ao horizonte.
Note que esta e´ uma ana´lise heur´ıstica e, ate´ mesmo, ingeˆnua do va´cuo da QCD. Contudo, em um
recente resultado, [73], foram encontradas evideˆncias expl´ıcitas de que esta suposic¸a˜o seja verdadeira
mostrando que configurac¸o˜es topolo´gicas de va´cuo tendem a existir pro´ximo ao horizonte. Veremos a
seguir como isso pode ser evideˆnciado apenas a partir da restric¸a˜o na integral de caminho.
5.2.2 Gribov approximation
Apo´s esta ana´lise do propagador perturbativo, conclu´ımos que para garantirmos que a integrac¸a˜o seja
feita apenas dentro da regia˜o de Gribov e´ suficiente impormos que o propagador fantasma na˜o possua
po´los finitos. O contra´rio implicaria que estamos fora da regia˜o de Gribov. De acordo com [67] a
condic¸a˜o de na˜o existeˆncia de po´los finitos no propagador fantasma pode ser desenvolvida atrave´s do
ca´lculo perturbativo do mesmo, a segunda ordem, considerando os gluons como campos externos e
assumindo a conservac¸a˜o da energia, conforme a Fig. 5.3.
Esta aproximac¸a˜o, como feito em detalhe em [67, 12], resulta na condic¸a˜o
Ng2
4(N2 − 1)
∫
d4k
(2π)4
Aaµ(k)A
a
µ(−k)
k2
< 1 . (5.14)
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Figure 5.3: Propagador fantasma com gluons externos.
Esta condic¸a˜o implica no seguinte funcional de restric¸a˜o
V(C0) = exp
{
−Ng2γ4
∫
d4k
(2π)4
Aaµ(k)A
a
µ(−k)
k2
+ 4(N2 − 1)γ4
}
. (5.15)
Na expressa˜o (5.15) o paraˆmetro γ, chamado paraˆmetro de Gribov, e´ determinado atrave´s do requeri-
mento de que a energia do va´cuo dependa minimamente deste paraˆmetro. Este requerimento, a` primeira
ordem, e´ traduzido atrave´s da equac¸a˜o do gap
3
4
Ng2
∫
d4k
(2π)4
1
k4 + 2Ng2γ4
= 1 . (5.16)
De fato, a equac¸a˜o (5.16) fixa o valor de γ, ou seja, o paraˆmetro de Gribov na˜o e´ um paraˆmetro livre,
mas determinado de tal forma que a condic¸a˜o (5.14) seja satisfeita. Note ainda que o paraˆmetro de
Gribov possui dimensa˜o de massa.
O efeito f´ısico da restric¸a˜o se reflete na alterac¸a˜o da ac¸a˜o determinando o peso pro-babil´ıstico na integral
de caminho. O termo extra, proporcional ao paraˆmetro de Gribov, juntamente com a equac¸a˜o do gap
(5.16), garante que a integrac¸a˜o ocorra apenas para configurac¸o˜es que estejam dentro da primeira
regia˜o de Gribov. Este termo, sendo quadra´tico no campo de calibre, altera o propagador do glu´on
mesmo no n´ıvel a´rvore. Um ca´lculo simples do propagador do glu´on, utilizando a integral de caminho
(5.12) e levando em conta o funcional (5.15), produz
Dabµν(k) = δ
ab k
2
k4 + 2Ng2γ4
(
δµν − kµkν
k2
)
. (5.17)
Note que este propagador e´ finito no limite infravermelho. Outro efeito f´ısico associado a este propa-
gador e´ o fato de os po´los serem imagina´rios, indicando que o glu´on na˜o pertence ao espectro f´ısico de
Yang-Mills como deve ser para objetos confinados. Outra forma de ver isso e´ atrave´s da violac¸a˜o da
positividade deste propagador [150, 151, 11].
k k kk
q
k k
Figure 5.4: Propagador fantasma a um lac¸o.
O propagador dos campos de Faddeev-Popov se altera conforme correc¸o˜es quaˆnticas sa˜o levadas em
considerac¸a˜o, isso devido ao propagador do glu´on (5.17). De fato, podemos calcular o propagador
67
68 CHAPTER 5. PRELIMINARY NOTIONS
dos fantasmas a um lac¸o em teoria de pertubac¸o˜es, considerando o glu´on agora um campo quaˆntico,
conforme a Fig. 5.4. O limite infravermelho deste propagador se comporta como
G(k)
∣∣∣∣
k→0
=
1
N2 − 1G
aa(k)
∣∣∣∣
k→0
∝ 1
k4
. (5.18)
Vemos que o propagador dos fantasmas e´ mais singular que a predic¸a˜o perturbativa, indicando a
existeˆncia de forc¸as de longo alcance na teoria. E´ importante ressaltar que a equac¸a˜o do gap (5.16) e´
fundamental para estabelecer este resultado.
Retornaremos a questa˜o dos propagadores no fim desta parte. Vamos agora discutir o me´todo de
Zwanziger de aprimorac¸a˜o da restric¸a˜o de Gribov.
5.2.3 Horizon function
A restric¸a˜o feita a` maneira de Gribov (sec¸a˜o anterior) consiste numa aproximac¸a˜o da condic¸a˜o de
auseˆncia de po´los no propagador dos fantasmas e a utilizac¸a˜o desta condic¸a˜o para truncar o dom´ınio de
integrac¸a˜o da integral de caminho (5.2). A condic¸a˜o de auseˆncia de po´los pode ser ressomada a todas as
ordens de forma a encontramos uma forma mais completa para o funcional de restric¸a˜o V(C0) definido
em (5.12). Os detalhes do me´todo podem ser encontrados em [86]. Esse procedimento e´ feito impondo
diretamente que o ope-rador de Faddeev-Popopov possua apenas autovalores positivos. Entendendo a
equac¸a˜o de autovalores (5.7) como um tipo de equac¸a˜o de Schro¨dinger e tratando o termo dependente
de Aaµ como um potencial perturbativo pode-se calcular, com boa aproximac¸a˜o, os autovalores, a todas
as ordens. Esse procedimento na˜o tem ligac¸a˜o alguma com as te´cnicas de segunda quantizac¸a˜o, sendo
um problema puro de Mecaˆnica Quaˆntica, ou seja, primeira quantizac¸a˜o. E´ o problema de encontrar
o espectro do operador de Faddeev-Popov para um potencial Aµ gene´rico e em seguida impor que
este potencial na˜o produza estados li-gados. Os passos para se encontrar os autovalores do operador
de Faddeev-Popov podem ainda omitir algumas importantes considerac¸o˜es que levam o resultado final
a ser, ainda, aproximado, embora muito mais preciso que o resultado de Gribov (5.15). A condic¸a˜o
encontrada e´ dada por
8(N2 − 1)− 4NH > 0 , (5.19)
onde H e´ a chamada func¸a˜o horizonte,
H = H [A] = g2
∫
d4xfabcAbµ
(M−1)ad fdecAeµ . (5.20)
O lado esquerdo da expressa˜o (5.19) esta´ relacionada com os autovalores do operador de Faddeev-
Popov. A expressa˜o (5.19) diz que o funcional de restric¸a˜o pode ser escrito, por exemplo, como
V(C0) = exp
{−γ4H + 4(N2 − 1)γ4} , (5.21)
O paraˆmetro de Gribov e´ determinado atrave´s da equac¸a˜o do gap, obtida requerendo que o paraˆmtero
de Gribov seja tal que a energia do va´cuo dependa minimamente de γ,
〈H [A]〉 = 4(N2 − 1) . (5.22)
A equac¸a˜o do gap (5.22) tambe´m e´ conhecida como condic¸a˜o de horizonte.
A restric¸a˜o (5.21), juntamente com a condic¸a˜o de horizonte (5.22), garante que o dom´ınio de integrac¸a˜o
no espac¸o funcional seja restrito a` regia˜o de Gribov. Ademais, na˜o e´ dif´ıcil entender que a maior
contribuic¸a˜o a` integral de caminho (5.12) vem das configurac¸o˜es pro´ximas ao horizonte. Para tal, basta
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observar que, pro´ximo ao horizonte o funcional H comec¸a a divergir, devido a` presenc¸a do operador
M−1. Assim, na regia˜o infravermelha, o novo termo domina a integral de caminho. Devido ao fato
de a func¸a˜o exponencial poder ser usada como representac¸a˜o integral da func¸a˜o delta, o funcional de
restric¸a˜o pode ser descrito por
V(C0) = δ[4(N2 − 1)−H ] . (5.23)
Esta expressa˜o na˜o so´ mostra que a equac¸a˜o do gap e´ satisfeita como diz que a maior contribuic¸a˜o
da integral de caminho vem de configurac¸o˜es que vivem pro´ximas ao horizonte. Note que podemos
representar a exponencial por uma func¸a˜o delta pois esta representac¸a˜o e´ consistente com a equac¸a˜o
do gap. Outra forma de entender isso e´ observar que o funcional de restric¸a˜o, na forma em que aparece
em (5.21), pode ser entendido como um termo de Boltzmann no conjunto estat´ıstico canoˆnico. Assim,
assumindo a equivaleˆncia entre o conjunto estat´ıstico canoˆnico e o microcanoˆnico¶, podemos mudar a
exponencial pela delta.
Vimos anteriormente, analisando o propagador perturbativo dos campos fantasmas (5.13), que o ver-
dadeiro va´cuo da QCD e´ composto por configurac¸o˜es que vivem na fronteira da regia˜o de Gribov.
Agora, na˜o so´ se confirma esta hipo´tese, como tambe´m vimos que estas configurac¸o˜es sa˜o as que mais
contribuem para a integral de caminho (5.12). Obviamente, estudando a regia˜o ultravioleta, estas
configurac¸o˜es deixam de ser dominantes, contribuindo pouco aos efeitos perturbativos.
Note que, tomando o limite apropriado M ≈ ∂2, os resultados aqui presentes se reduzem aos da
aproximac¸a˜o de Gribov (sec¸a˜o anterior).
5.3 Stability of Gribov-Zwanziger action
A integral de caminho (5.12), explicitamente escrita, e´ na forma
Z =
∫
DADc¯DcDb exp {−Snl} , (5.24)
onde a ac¸a˜o na˜o local Snl e´ conhecida como ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, dada por
Snl = SYM + Sgf + γ
4H − 4(N2 − 1)γ4 . (5.25)
A ac¸a˜o de Yang-Mills e´ dada por (1.1), a ac¸a˜o de fixac¸a˜o de calibre, impondo o calibre de Landau, e´
dada por (1.2) e, obviamente, a func¸a˜o horizonte e´ definida em (5.20). Uma propriedade necessa´ria
para a ac¸a˜o (5.25) e´ a estabilidade sob correc¸o˜es quaˆnticas. Contudo, a consisteˆncia da teoria ao
n´ıvel quaˆntico requer como condic¸o˜es necesa´rias que a ac¸a˜o de partida seja local e renormaliza´vel
por contagem de poteˆncias. Notavelmente, a ac¸a˜o (5.25) pode ser escrita numa representac¸a˜o local.
Ainda, de forma a tratar da renormalizabilidade da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, sob o ponto de vista da
renormalizac¸a˜o alge´brica [48], e´ necesa´ria a existeˆncia de uma simetria BRST. A simetria BRST pode
ser definida se colocarmos a teoria de Gribov-Zwanziger imersa numa classe de teorias mais gerais e,
no final das contas, toma-se o limite apropriado‖. Discutiremos as implicac¸o˜es f´ısicas da localizac¸a˜o,
da existeˆncia de uma simetria BRST nilpotente e outras simetrias e, por fim, da renormalizabilidade da
ac¸a˜o (5.25). Os detalhes dos resultados aqui discutidos podem ser encontrados em [86, 87, 88].
¶De fato, esta equivaleˆncia existe neste caso, como mostrado em [86].
‖Esta sec¸a˜o sera´ um pouco mais te´cnica pois devemos apresentar as propriedades e simetrias da ac¸a˜o local (5.27)
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5.3.1 Localization of the horizon function
A func¸a˜o horizonte na integral de caminho (5.24) pode ser escrita numa representac¸a˜o local com o
aux´ılio de um conjunto de campos auxiliares bosoˆnicos e fermioˆnicos, veja [86, 87]. Esta relac¸a˜o entre
as representac¸o˜es na˜o-local e local e´ exata, dada por
exp
{−γ4H} = ∫ DϕDϕ¯DωDω¯ exp{∫ d4x [−ϕ¯acµ Mabϕbcµ + ω¯acµ Mabωbcµ +
+ γ2gfabcAaµ
(
ϕbcµ + ϕ¯
bc
µ
)]
+ 4(N2 − 1)γ4} , (5.26)
provendo a ac¸a˜o local de partida, chamada ac¸a˜o f´ısica
Sphys = SYM + Sgf + Saux + Sγ , (5.27)
onde, novamente, SYM e´ dada por (1.1) e Sgf por (1.2). Os demais termos sa˜o, o que chamaremos
de termo de campos auxiliares,
Saux =
∫
d4x
(
ϕ¯acµ Mabϕbcµ − ω¯acµ Mabωbcµ
)
, (5.28)
e o termo de mistura,
Sγ = −γ2gfabc
∫
d4x Aaµ
(
ϕbcµ + ϕ¯
bc
µ
)− 4(N2 − 1)γ4 . (5.29)
Os campos auxiliares {ϕ, ϕ¯} sa˜o de natureza bosoˆnica enquanto os campos {ω, ω¯} possuem natureza
fermioˆnica. Os u´ltimos sa˜o na verdade, fantasmas, pois sa˜o campos com spin inteiro e estat´ıstica de
Fermi. Obviamente, assim como os campos de Faddeev-Popov, estes campos na˜o sa˜o campos f´ısicos,
no sentido de serem observa´veis. Esta propriedade vem do fato de os campos auxiliares poderem ser
integrados e eliminados da integral de caminho. Contudo, a presenc¸a de campos auxiliares torna a ac¸a˜o
de Gribov-Zwanziger pass´ıvel de um estudo de sua renormalizabilidade.
5.3.2 Symmetries and Ward identities
Uma vez que temos uma ac¸a˜o local que leva em conta a presenc¸a do horizonte de Gribov, (5.27),
devemos estabelecer uma simetria BRST de forma a tratar o problema da renormalizabilidade da ac¸a˜o
(5.27). Ainda, simetrias extras sa˜o sempre bem vindas.
De fato, a ac¸a˜o f´ısica (5.27) possui muitas simetrias escondidas. Uma dessas simetrias e´ a U(f), f =
4(N2 − 1), global. Esta simetria nos permite, no caso geral, fazer uso do ı´ndice composto (a, µ)→ i,
de forma que os campos auxiliares sa˜o escritos como
{
ϕabµ , ϕ¯
ab
µ , ω
ab
µ , ω¯
ab
µ
}
= {ϕai , ϕ¯ai , ωai , ω¯ai }. Esta
simetria possibilita a definic¸a˜o de um nu´mero quaˆntico adicional para os campos auxiliares, a carga Qf .
Os nu´meros quaˆnticos e dimenso˜es ultravioletas dos campos auxiliares esta˜o dispostos na tabela 5.1,
lembrando que apenas estes campos e as fontes extras, que ainda vamos introduzir, possuem carga Qf
na˜o nula.
Podemos ainda definir uma simetria BRST nilpotente, onde os campos auxiliares formam dubletos
BRST, pertencendo assim a` parte trivial da cohomologia de BRST. As transformac¸o˜es BRST dos
campos usuais das teorias de Yang-Mills sa˜o dadas pela simetria BRST usual, (1.5). Para os campos
auxiliares temos
sϕai = ω
a
i ,
sωai = 0 ,
sω¯ai = ϕ¯
a
i ,
sϕ¯ai = 0 . (5.30)
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campos ϕ ϕ¯ ω ω¯
dimensa˜o 1 1 1 1
nu´mero fantasma 0 0 1 −1
carga Qf 1 −1 1 −1
Table 5.1: Dimensa˜o e nu´meros quaˆnticos dos campos auxiliares de Zwanziger.
fontes M V N U
dimensa˜o 2 2 2 2
nu´mero fantasma 0 0 1 −1
carga Qf −1 1 1 −1
Table 5.2: Dimensa˜o e nu´meros quaˆnticos das fontes de Zwanziger.
Para evidenciar estas, e outras, simetrias a ac¸a˜o f´ısica (5.27) e´ descrita atrave´s de uma teoria mais
geral, envolvendo ve´rtices e fontes (campos cla´ssicos) extras,
S = SYM + Sgf + S
′
aux + Ss , (5.31)
onde a ac¸a˜o de campos auxiliares e´ alterada para
S′aux = s
∫
d4x ω¯aiMabϕbi ,
= Saux − gfabc
∫
d4x ∂µω¯
a
iD
bd
µ c
dϕci , (5.32)
o que inclui um termo com ve´rtices extras. Estes ve´rtices, na verdade, na˜o teˆm influeˆncia nenhuma na
teoria e podem ser eliminados atrave´s de uma mudanc¸a de varia´veis de Jacobiano unita´rio. Veremos
este ponto dentro de alguns para´grafos. A ac¸a˜o de fontes, que substitui o termo de mistura, e´ dada
por
Ss = s
∫
d4x
(−UaiµDabµ ϕbi − V aiµDabµ ω¯bi − UaiµV aiµ)
=
∫
d4x
(−MaiµDabµ ϕbi − V aiµDabµ ϕ¯bi + UaiµDabµ ωbi −NaiµDabµ ω¯bi+
− gfabcUaiµDbdµ cdϕci + gfabcV aiµDbdµ cdω¯ci + UaiµNaiµ −MaiµV aiµ
)
, (5.33)
onde as transformac¸o˜es BRST das fontes sa˜o dadas por
sUaiµ = M
a
iµ ,
sMaiµ = 0 ,
sV aiµ = N
a
iµ ,
sNaiµ = 0 . (5.34)
Os nu´meros quaˆnticos das fontes esta˜o dispostos na tabela 5.2. Note que estas fontes sa˜o introduzidas
para garantir a invariaˆncia por transformac¸o˜es de BRST. De outra forma, a ac¸a˜o de mistura, (5.29),
quebraria a simetria BRST.
A ac¸a˜o (5.31) descreve uma teoria geral que engloba a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, (5.27). Esta ac¸a˜o,
utilizada de modo a efetuar a renormalizac¸a˜o da teoria, deve, no fim das contas, fluir para a teoria
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de Gribov-Zwanziger, atrave´s de um limite apropriado. Tal limite e´ atingido requerendo que as fontes
auxiliares de Zwanziger atinjam seus valores f´ısicos
Mabµν = V
ab
µν = δ
abδµνγ
2 ,
Uabµν = N
ab
µν = 0 . (5.35)
Com esse limite todos os termos originais sa˜o recuperados, e alguns ve´rtices extras tambe´m. Isso
porque, nesse limite, temos,
lim
{M,V,U,N}→γ2,0
S = Sphys − gfabc
∫
d4x ∂µω¯
a
iD
bd
µ c
dϕci . (5.36)
Contudo, este termo na˜o afeta a teoria pois pode ser eliminado atrave´s de uma mudanc¸a de varia´vel
de Jacobiano unita´rio,
ωai → ωai + gfabcM−1∂µ
(
Dbdµ c
dϕci
)
. (5.37)
Uma vez entendida a ac¸a˜o local (5.31), podemos enumerar as simetrias por ela gozada, em termos
de identidades de Ward. Para tal, como ja´ explicado antes, devemos considerar a ac¸a˜o completa com
termos de fontes para controlar as transformac¸o˜es BRST na˜o lineares (Veja [48] e Ap. B). Adicionando
o termo de fontes externas usuais, (1.7), a ac¸a˜o completa e´ dada por
Σ = S + Sext . (5.38)
A ac¸a˜o (5.38) possui um rico conjunto de simetrias descritas aqui atrave´s das seguintes identidades de
Ward:
• Identidade de Slavnov-Taylor
S(Σ) =
∫
d4x
(
δΣ
δΩaµ
δΣ
δAaµ
+
δΣ
δLa
δΣ
δca
+ ba
δΣ
δc¯a
+ ωai
δΣ
δϕai
+ ϕ¯ai
δΣ
δω¯ai
+
+ Maiµ
δΣ
δUaiµ
+Naiµ
δΣ
δV aiµ
)
= 0 . (5.39)
• O calibre de Landau e a equac¸a˜o de movimento dos campos antifantasmas
δΣ
δba
= ∂µA
a
µ ,
δΣ
δc¯a
+ ∂µ
δΣ
δΩaµ
= 0 . (5.40)
• Equac¸a˜o de movimento dos campos fantasmas
GaΣ = ∆acl , (5.41)
onde
Ga =
∫
d4x
[
δ
δca
+ gfabc
(
c¯b
δ
δbc
+ ϕbi
δ
δωci
+ ω¯bi
δ
δϕ¯ci
+ V biµ
δ
δN ciµ
+ U biµ
δ
δM ciµ
)]
, (5.42)
e ∆acl e´ uma quebra cla´ssica, linear nos campos,
∆acl = gf
abc
∫
d4x
(
ΩbµA
c
µ − Lbcc
)
. (5.43)
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• Equac¸o˜es de movimento linearmente quebradas
δΣ
δϕ¯ai
+ ∂µ
δΣ
δMaiµ
= gfabcAbµV
c
iµ ,
δΣ
δωai
+ ∂µ
δΣ
δNaiµ
− gfabcω¯bi
δΣ
δbc
= gfabcAbµU
c
iµ ,
δΣ
δω¯ai
+ ∂µ
δΣ
δUaiµ
− gfabcV biµ
δΣ
δΩcµ
= −gfabcAbµN ciµ ,
δΣ
δϕai
+ ∂µ
δΣ
δV aiµ
− gfabcϕ¯bi
δΣ
δbc
− gfabcω¯bi
δΣ
δc¯c
− gfabcU biµ
δΣ
δΩcµ
= gfabcAbµM
c
iµ .
(5.44)
• Identidade supersime´trica global∫
d4x
(
ca
δΣ
δωai
+ ω¯ai
δΣ
δc¯a
+ Uaiµ
δΣ
δΩaµ
)
= 0 . (5.45)
• Identidade supersime´trica global no setor de Gribov∫
d4x
(
ϕai
δΣ
δωaj
− ω¯aj
δΣ
δϕ¯ai
+ V aiµ
δΣ
δUajµ
− Uajµ
δΣ
δMaiµ
)
= 0 . (5.46)
E´ importante ter em mente que a ac¸a˜o (5.38) na˜o e´ a ac¸a˜o f´ısica da teoria de Yang-Mills com restric¸a˜o
ao primeiro horizonte, mas sim uma teoria mais geral que atinge a ac¸a˜o f´ısica de Gribov-Zwanziger
(5.27) no limite apropriado (5.35). Note ainda que a equac¸a˜o do gap, que fixa o paraˆmetro de Gribov
(5.22), continua sendo obtida atrave´s da minimizac¸a˜o da energia do va´cuo. Contudo, na versa˜o local,
a equac¸a˜o do gap e´ dada por〈
gfabcAaµϕ
bc
µ
〉
+
〈
gfabcAaµϕ¯
bc
µ
〉
= −8(N2 − 1)γ2 . (5.47)
Esta condic¸a˜o deve ser efetuada apo´s o processo de renormalizac¸a˜o. De fato, qualquer ca´lculo expl´ıcito
deve ser desenvolvido apo´s a renormalizac¸a˜o, assim como todo e qualquer limite.
Outra importante questa˜o vem da quebra de BRST que ocorre no limite f´ısico. Esta quebra na˜o e´
entendida totalmente ainda. Em [88] esta quebra foi associada a uma quebra espontaˆnea de BRST
devido a` presenc¸a do horizonte de Gribov. Em [152] os valores f´ısicos das fontes sa˜o ditos poderem ser
obtidos atrave´s do potencial efetivo da ac¸a˜o (5.38), reforc¸ando a ide´ia da quebra espontaˆnea. Contudo,
esta questa˜o ainda e´ um tanto obscura e na˜o falaremos neste to´pico ate´ as concluso˜es finais.
5.3.3 Stability
Finalmente, uma vez que temos uma ac¸a˜o local (5.38) e identidades de Ward (5.39-5.41), (5.44-5.46)
descrevendo as simetrias desta ac¸a˜o, podemos discutir a estabilidade da mesma. De fato, utilizando os
me´todos usuais da renormalizac¸a˜o alge´brica [48], Ap. B, mostra-se que a ac¸a˜o (5.38) e´ multiplicativa-
mente renormaliza´vel a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es, veja [87]. Ainda, devido ao grande
nu´mero de identidades de Ward, a ac¸a˜o (5.38), e, consequentemente, (5.25) e (5.27), possuem apenas
duas divergeˆncias independentes, como no caso do calibre de Landau sem considerar o horizonte de
Gribov. O contratermo mais geral pode ser escrito como
Σc = a0SYM + a1
∫
d4x
(
Aaµ
δΣ
δAaµ
+ Ω˜aµ∂µc
a + V˜ aiµM˜
a
iµ − U˜aiµN˜aiµ
)
, (5.48)
73
74 CHAPTER 5. PRELIMINARY NOTIONS
onde as varia´veis Ω˜, V˜ , M˜ , U˜ e N˜ , devido a`s identidades (5.44), sa˜o dadas por
Ω˜aµ = Ω
a
µ + ∂µc¯
a − gfabcU˜ biµϕci − gfabcV biµω¯ci ,
V˜ aiµ = V
a
iµ + ∂µϕ
a
i ,
M˜aiµ = M
a
iµ + ∂µϕ¯
a
i ,
U˜aiµ = U
a
iµ + ∂µω¯
a
i ,
N˜aiµ = N
a
iµ + ∂µω
a
i . (5.49)
Os fatores de renormalizac¸a˜o independentes sa˜o dados pela expresa˜o (3.42). Os campos fantasmas,
campos auxiliares e fontes externas auxiliares se renormalizam atrave´s dos mesmos fatores
Z1/2c = Z
1/2
c¯ = Z
1/2
ϕ = Z
1/2
ϕ¯ = Z
1/2
ω = Z
1/2
ω¯ = ZV = ZM = ZU = ZN = Z
−1/2
g Z
−1/4
A , (5.50)
Essa relac¸a˜o entre as fontes auxiliares, a constante de acoplamento e o glu´on vem das identidades de
Ward (5.45-5.46). Devido a esta propriedade na˜o ha´ necessidade de se introduzir um paraˆmetro para
a renormalizac¸a˜o deste termo, como no caso do paraˆmetro LCO.
Note que todas as propriedades do calibre de Landau sa˜o preservadas quando o ho-rizonte e´ levado em
conta, incluindo o teorema de na˜o renormalizac¸a˜o dos campos de Faddeev-Popov, [124], expressado em
(3.45) e generalizado em (5.50). Ainda, o termo de fontes puro na˜o necessita de um paraˆmetro LCO
para garantir a renormalizabilidade.
Com isso terminamos a ana´lise f´ısica sobre as ambigu¨idades de Gribov existente no calibre de Landau,
salvo os resultados que apresentaremos daqui para frente no pro´ximos cap´ıtulos.
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a
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Neste cap´ıtulo estudaremos a compatibilidade do horizonte de Gribov com o operador de dimensa˜o dois
AaµA
a
µ, os detalhes te´cnicos podem ser encontrados em [6, 8, 11]. Na parte anterior desta tese, revisamos
a condensac¸a˜o deste operador, como feito originalmente em [64, 97, 81, 98]. Como resultado este
operador condensa, conduzindo a energia do va´cuo para um valor menor que a predic¸a˜o perturbativa.
Como consequeˆncia da existeˆncia de um valor na˜o trivial para o o condensado
〈
A2µ
〉
, um paraˆmtero de
massa para os gluons e´ gerado dinamicamente.
Comec¸aremos apresentando ca´lculos expl´ıcitos utilizando a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, (5.27), sem
considerar os efeitos da massa dinaˆmica. Veremos que tal teoria gera uma ac¸a˜o quaˆntica efetiva que
obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renormalizac¸a˜o. Veremos ainda que, na aproximac¸a˜o
de um lac¸o, a energia do va´cuo e´ sempre positiva independentemente do esquema de renormalizac¸a˜o
utilizado e da escala escolhida. O que sugere que ca´lculos em mais lac¸os sejam necessa´rios. Uma breve
discussa˜o sobre ca´lculos a dois lac¸os e´ apresentada.
Em seguida mostraremos que a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger permanece esta´vel na presenc¸a do operador
composto AaµA
a
µ, quando introduzido via o me´todo LCO, com apenas treˆs divergeˆncias independentes a
serem renormalizadas. Tal ac¸a˜o gera uma ac¸a˜o quaˆntica efetiva que respeita uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o. Desta ac¸a˜o quaˆntica extra´ımos duas equac¸o˜es de gap acopladas a serem
resolvidas nos paraˆmetros de Gribov γ e do condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
. Discutiremos as tentativas de solu-
cionar as equac¸o˜es de gap acopladas e o fato de na˜o encontrarmos soluc¸o˜es consistentes, tudo no
esquema MS de renormalizac¸a˜o.
Como tentativa de se aprimorar os resultados apresentamos uma expansa˜o otimizada de forma a reduzir
a dependeˆncia dos resultados no esquema de renormalizac¸a˜o escolhido. Desta forma, a dependeˆncia
no esquema de renormalizac¸a˜o se traduz atrave´s de um u´nico paraˆmetro, relacionado a` renormalizac¸a˜o
da constante de acoplamento. Apesar deste esforc¸o, a energia do va´cuo ainda se mostra positiva a um
lac¸o, o que parece ser um resultado geral, presente tambe´m quando o condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
e´ inclu´ıdo.
Este resultado sugere que ca´lculos a mais lac¸os devem ser feitos, ou ainda, que o problema de Gribov,
sendo altamente na˜o perturbativo na˜o pode ser tratado com teoria de perturbac¸o˜es.
Por fim discutiremos as implicac¸o˜es f´ısicas de um poss´ıvel paraˆmetro de Gribov na˜o nulo e faremos
comparac¸o˜es com a rede e as informac¸o˜es obtidas atrave´s das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson. Os
detalhes te´cnicos deste cap´ıtulo podem ser encontrados em [6, 8, 11].
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6.1 Computations with the Gribov-Zwanziger action
Antes de discutirmos o operador
〈
AaµA
a
µ
〉
na presenc¸a do horizonte de Gribov vamos estudar algumas
propriedades quaˆnticas da ac¸a˜o pura de Gribov-Zwanziger. Para tal utilizaremos a ac¸a˜o f´ısica na repre-
sentac¸a˜o local, (5.27), que nada mais e´ que a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger (5.25) na representac¸a˜o local.
Sendo esta ac¸a˜o renormaliza´vel, a ac¸a˜o quaˆntica corespondente obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea
do grupo de renormalizac¸a˜o, o que nos permite efetuar ca´lculos expl´ıcitos. Fundamentalmente, vamos
estudar a energia do va´cuo a um lac¸o, atrave´s da ac¸a˜o quaˆntica efetiva, e tentar dar uma estimativa
quantitativa para o paraˆmetro de Gribov.
6.1.1 One-loop quantum action in MS scheme
Para se calcular a ac¸a˜o quaˆntica efetiva a um lac¸o, Γ
(1)
γ , associada a ac¸a˜o cla´ssica (5.27), basta-
nos considerar a parte quadra´tica da mesma na definic¸a˜o da ac¸a˜o quaˆntica. Note ainda que, nesta
aproximac¸a˜o, apenas os campos auxiliares bosoˆnicos e o campo de calibre se misturam, os demais
podem ser ignorados,
e−Γ
(1)
γ =
∫
DADϕ¯Dϕ e−Squad , (6.1)
com Squad dada por
Squad =
∫
d4x
[
1
4
(
∂µA
a
ν − ∂νAaµ
)2
+
1
2α
(
∂µA
a
µ
)2
+ ϕabµ ∂
2ϕabµ
− γ2g (fabcAaµϕbcµ + fabcAaµϕbcµ )− d(N2 − 1)γ4] , (6.2)
lembrando que o limite α→ 0 deve ser tomado no final para que o calibre de Landau seja recuperado.
Um elaborado ca´lculo nos leva a` seguinte expressa˜o na˜o renormalizada, para Γ
(1)
γ ,
Γ(1) = −d(N2 − 1)γ4 + (N
2 − 1)
2
(d− 1)
∫
ddp
(2π)
d
ln
(
p4 + 2Ng2γ4
)
, (6.3)
onde a regularizac¸a˜o dimensional foi utilizada. Da ac¸a˜o efetiva (6.3) podemos extrair a equac¸a˜o do gap
a um lac¸o. Para tal, derivamos Γ
(1)
γ com relac¸a˜o ao paraˆmetro de Gribov, de acordo com a definic¸a˜o
da equac¸a˜o do gap (6.5),
∂Γ
(1)
γ
∂γ
= 0 , (6.4)
de forma que,
N (d− 1)
d
g2
∫
ddp
(2π)
d
1
(p4 + 2Ng2γ4)
= 1 . (6.5)
Utilizando agora o esquema de renormalizac¸a˜o MS na expressa˜o (6.3) chegamos a ac¸a˜o quaˆntica efetiva
renormalizada a um lac¸o na forma
Γ(1)γ = −4(N2 − 1)γ4 −
3(N2 − 1)
32π2
g2Nγ4
(
ln
2Ng2γ4
µ4
− 8
3
)
. (6.6)
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de onde podemos extrair facilmente a equac¸a˜o do gap renormalizada
5
3
− ln 2Ng
2γ4
µ4
=
128π2
3g2N
. (6.7)
Assim, temos a ac¸a˜o quaˆntica a um lac¸o (6.6) e a correspondente equac¸a˜o do gap (6.7) que determina
o valor f´ısico do paraˆmetro de Gribov.
6.1.2 Renormalization group invariance
A ac¸a˜o (5.27) e´, de fato, multiplicativamente renormaliza´vel, o que faz com que a ac¸a˜o efetiva asso-
ciada obedec¸a a uma equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renormalizac¸a˜o. Por seguranc¸a, e´ conveniente
checarmos a invariaˆncia da ac¸a˜o efetiva (6.6) sob o grupo de renormalizac¸a˜o. Para isso necessitamos
saber a dimensa˜o anoˆmala do paraˆmetro de Gribov. Da expresa˜o (5.50), vinculando os fatores de
renormalizac¸a˜o das fontes externas auxiliares, e´ fa´cil ver que
γγ2(g
2) = −1
2
[
β(g2)
2g2
− γA(g2)
]
, (6.8)
onde γA(g
2) representa a dimensa˜o anoˆmala do campo de gluons Aaµ e, obviamente, β(g
2) e´ a func¸a˜o
beta associada a dimensa˜o anoˆmala da constante de acoplamento g. Note que a relac¸a˜o (6.8) e´ va´lida
a todas as ordens em teorias de perturbac¸o˜es. Desta forma, e´ fa´cil checar que, a um lac¸o,
µ
dΓ
(1)
γ
dµ
=
[
β(1)(g2)
2g2
− γ(1)A (g2) +
3Ng2
32π2
]
4(N2 − 1)γ4 . (6.9)
Ainda, das expresso˜es a um lac¸o da dimensa˜o anoˆmala do glu´on e da func¸a˜o beta, (4.33), e´ trivial
checar que
µ
dΓ(1)
dµ
= 0 , (6.10)
provando assim a invariaˆncia sob o grupo de renormalizac¸a˜o da ac¸a˜o quaˆntica a um lac¸o.
6.1.3 Vacuum energy analysis
Antes de discutirmos as poss´ıveis soluc¸o˜es da equac¸a˜o do gap (6.7), vamos previamente substituir a
mesma na expressa˜o da ac¸a˜o efetiva (6.6). Esta substituic¸a˜o nos fornece a expressa˜o geral da energia do
va´cuo a um lac¸o, no esquema de renormalizac¸a˜o MS. Encontramos facilmente que, independentemente
da escala escolhida,
EMSvac =
3(N2 − 1)
32π2
g2Nγ4 > 0 . (6.11)
Vemos que a energia do va´cuo a um lac¸o, no esquema MS, e´ sempre maior que zero. De fato podemos
mostrar que a energia do va´cuo, a um lac¸o, e´ sempre positiva, independentemente do esquema de renor-
malizac¸a˜o escolhido e dada pela expressa˜o (6.11). Seja enta˜o a ac¸a˜o efetiva a um lac¸o renormalizada
num esquema de renormalizac¸a˜o na˜o massivo geral
Γ = −4 (N2 − 1) γ4 − 3Ng2γ4 (N2 − 1)
32π2
(
ln
2Ng2γ4
µ4
+ a
)
, (6.12)
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com a uma constante arbitra´ria. A equac¸a˜o do gap correspondente seria enta˜o
−4− 3g
2N
32π2
(
ln
2Ng2γ4
µ4
+ a
)
− 3g
2N
32π2
= 0 . (6.13)
Assim, substituindo a equac¸a˜o do gap (6.13) na ac¸a˜o quaˆntica (6.12) chegamos a expressa˜o da energia
do va´cuo a um lac¸o, independente do esquema de renormalizac¸a˜o empregado, que coincide exatamente
com a expressa˜o do caso MS, (6.11). Esta expressa˜o e´ va´lida para qualquer escala µ e para qualquer
valor de a. Desta forma, conclu´ımos que a energia do va´cuo a um lac¸o e´ sempre positiva no modelo
original de Gribov-Zwanziger.
Ressaltamos a importaˆncia do sinal da energia do va´cuo, uma vez que e´ relacionada ao condensado de
gluons
〈
F aµνF
a
µν
〉
, atrave´s da anomalia do trac¸o. Da expressa˜o da anomalia do trac¸o,
θµµ =
β(g2)
2g2
F aµνF
a
µν , (6.14)
pode-se deduzir a energia do va´cuo e conecta´-la ao condensado
〈
F aµνF
a
µν
〉
. Em particular, para o caso
N = 3, encontra-se〈
g2
4π2
F aµνF
a
µν
〉
= −32
11
Evac , (6.15)
a dois lac¸os. Desta forma, um valor positivo da energia do va´cuo implica num valor negativo para
o condensado
〈
g2
4π2F
a
µνF
a
µν
〉
, em contradic¸a˜o com o que e´ usualmente encontrado, [65, 153]. Note,
ainda, que, ate´ onde se sabe (quatro lac¸os), a func¸a˜o beta e´ negativa, [154, 155, 156]. Portanto, Evac
e
〈
g2
4π2F
a
µνF
a
µν
〉
devem permanecer com sinais opostos a ordens superiores.
Mesmo com o resultado desanimador de uma energia positiva para o va´cuo, podemos ainda tentar
encontrar soluc¸o˜es para o paraˆmetro de Gribov. Para tal, vamos nos concentrar agora no esquema MS,
ou seja, nas equac¸o˜es (6.6) e (6.7). A escolha natural para a escala de renormalizac¸a˜o na equac¸a˜o do
gap (6.7) seria µ4 = 2Ng2γ4 de forma a eliminar os logaritimos. O que nos fornece para o paraˆmetro
de expansa˜o perturbativa o valor
g2N
16π2
∣∣∣∣
µ4=2Ng2γ4
=
8
5
> 1 . (6.16)
o que ja´ invalida uma soluc¸a˜o confia´vel.
Podemos, ainda, tentar encontrar uma escala que nos fornec¸a uma constante de expansa˜o relativamente
pequena. Para tal basta impormos a condic¸a˜o g
2N
16π2 < 1 na equac¸a˜o do gap (6.7), o que nos leva a
ln
(
2Ng2γ4
µ4
)
< −1 . (6.17)
Infelizmente, a equac¸a˜o (6.17) na˜o possui soluca˜o real para µ. Este resultado implica ainda que,
no esquema MS, a te´cnica de resomar logaritimos dominantes esta´ fora de aplicabilidade. Ainda, os
resultados desta sec¸a˜o (Energia do va´cuo positiva e na˜o termos encontrado uma soluc¸a˜o consistente
para a equac¸a˜o do gap) indicam que devemos efetuar ca´lculos com mais lac¸os para tentar obter mais
informac¸o˜es sobre o paraˆmetro de Gribov e o horizonte.
Devemos chamar atenc¸a˜o para o fato de que, recentemente, ca´lculos expl´ıcitos com me´todos nume´ricos
tem sido empregados para extrair informac¸o˜es sobre as propriedades quaˆnticas da ac¸a˜o de Gribov-
Zwanziger, [134, 135]. Em [134] a equac¸a˜o do gap a dois lac¸os foi calculada e a singularidade do
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propagador dos campos fantasmas foi verificada. Em [135] o propagador do campo de gluons foi calcu-
lado a um lac¸o, confirmando sua nulidade no limite infravermelho. Ainda, a constante de acoplamento
invariante pelo grupo de renormalizac¸a˜o, a um lac¸o, se mostrou congelar num valor finito no limite
de baixas energias. Sendo o ca´lculo feito utilizando o propagador dos campos fantasmas em unia˜o
com o propagador do glu´on atrave´s do teorema de na˜o renormalizaca˜o dos campos fantasmas, [124].
Notavelmente, este teorema se mostra va´lido quando o horizonte e´ levado em conta, [11], fato tambe´m
evidenciado por ca´lculos na rede, [157]. Contudo, as equac¸o˜es a dois lac¸os tambe´m parecem na˜o
fornecer nenhuma soluc¸a˜o consistente, indicando que o problema de Gribov seja alta e exclusivamente
na˜o perturbativo.
6.2 Gribov horizon in the presence of the operator AaµA
a
µ
Uma vez que discutimos algumas propriedades quaˆnticas da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger a um lac¸o,
podemos iniciar o estudo da mesma na presenc¸a do operador AaµA
a
µ. Isto significa que na ac¸a˜o (5.31),
ale´m dos operadores compostos fabcAaµϕ
bc
µ e f
abcAaµϕ
bc
µ , consideraremos tambe´m a inserc¸a˜o A
a
µA
a
µ.
Comec¸emos, antes de entrarmos nos ca´lculos expl´ıcitos, por discutir sua renormalizabilidade.
6.2.1 Renormalizability
Introduziremos o operador AaµA
a
µ atrave´s do me´todo LCO, como discutido na segunda parte desta tese
e em [11]. De acordo com este me´todo o operador AaµA
a
µ pode ser introduzido considerando a ac¸a˜o
Σ′ = Σ+ SLCO , (6.18)
onde Σ, dada por (5.38), e´ a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger com o sistema de fontes auxiliares e ac¸a˜o de
fontes externas para definir as transformac¸o˜es BRST na˜o lineares. A ac¸a˜o LCO, por sua vez, e´ dada
por (3.31). E´ importante ter em mente que as fontes auxiliares {U, V,M,N}, bem como as fontes
LCO {λ, J} sa˜o introduzidas de forma a manter a simetria BRST da ac¸a˜o de partida, bem como a
renormalizabilidade por contagem de poteˆncias. Ainda, o paraˆmetro LCO, ζ, e´ necessa´rio para absorver
as divergeˆncias da func¸a˜o de correlac¸a˜o
〈
A2(x)A2(y)
〉
. Ademais, como discutido na segunda parte desta
tese, este paraˆmetro e´ fundamental para se estabelecer a invariaˆncia sob o grupo de renormalizac¸a˜o,
veja [64].
Para provar a renormalizabilidade da ac¸a˜o (6.18) utilizamos a teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica, [48].
Os detalhes te´cnicos da prova podem ser encontrados em [11]. O primeiro passo e´ identificar as
identidades de Ward presentes na ac¸a˜o (6.18). De fato, exceto pela identidade de Slavnov-Taylor, as
identidades existentes na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, (5.38), se preservam identicamente na presenc¸a do
termo LCO (3.31). Tais identidades esta˜o listadas em (5.40-5.46), onde devemos apenas substituirΣ por
Σ′. O mesmo e´ va´lido para a equac¸a˜o de inserc¸a˜o (3.38), definindo o operador AaµA
a
µ, compativelmente
com a simetria SL(2,R), (3.39). A u´nica identidade que se altera e´ a identidade de Slavnov-Taylor,
devido a presenc¸a do dubleto de fontes LCO, {λ, J}, veja (3.32). A identidade de Slavnov-Taylor fica
na forma
S(Σ′) =
∫
d4x
(
δΣ′
δΩaµ
δΣ′
δAaµ
+
δΣ′
δLa
δΣ′
δca
+ ba
δΣ′
δc¯a
+ ϕ¯ai
δΣ′
δω¯ai
+ ωai
δΣ′
δϕai
+ Maiµ
δΣ′
δUaiµ
+Naiµ
δΣ′
δV aiµ
+ J
δΣ′
δλ
)
= 0 , (6.19)
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O segundo passo e´ encontrar o contratermo mais geral poss´ıvel de forma a respeitar as identidades
de Ward da ac¸a˜o de partida, Σ′. De acordo com [11], o contratermo mais geral se escreve como∗
Σ′c = a0SYM + a1
∫
d4x
(
Aaµ
δSYM
δAaµ
+ Ω˜aµ∂µc
a + V˜ aiµ M˜
ai
µ − U˜aiµ N˜aiµ
)
+
∫
d4x
[a1
2
JAaµA
a
µ +
a8
2
ζJ2
]
. (6.20)
O terceiro e u´ltimo passo e´ checar a renormalizabilidade multiplicativa da teoria, mostrando que o
contratermo (6.20) pode ser reabsorvido pela ac¸a˜o cla´ssica (6.18). E´ importante ressaltar que, devido a
validade das identidades (5.40-5.46) e (3.38), no presente caso, todas as propriedades de renormalizac¸a˜o
obtidas no caso de Gribov-Zwanziger puro (Veja cap´ıtulo anterior) se preservam quando inclu´ıdo o
operador AaµA
a
µ bem como as propriedades do setor LCO. Esta preservac¸a˜o e´ facilmente entendida
observando que o setor de Gribov-Zwanziger na˜o se mistura com o setor LCO devido aos nu´meros
quaˆnticos dos campos e fontes envolvidos. Desta forma, os fatores de renormalizac¸a˜o dos campos,
fontes e paraˆmetro sa˜o dados ainda por (3.42), (5.50) e (3.44).
De fato, os teoremas de na˜o renormalizac¸a˜o mais importantes aqui presentes sa˜o os que se seguem: O
teorema de na˜o renormalizac¸a˜o dos campos de Faddeev-Popov e dos campos auxiliares de Zwanziger,
(5.50), a na˜o renormalizac¸a˜o do operador AaµA
a
µ, (3.44), de onde extra´ımos a na˜o renormalizac¸a˜o do
paraˆmetro de Gribov, γ,
Zγ2 = Z
−1/2
g Z
−1/4
A , (6.21)
relac¸a˜o que gera a dimensa˜o anoˆmala do paraˆmetro de Gribov na forma (6.8). Relembramos que os
fatores de renormalizac¸a˜o da constante de acoplamento e do glu´on esta˜o descritas em (3.42).
Em resumo, a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger se mostra multiplicativamente renormaliza´vel ainda na presenc¸a
do operador AaµA
a
µ, possuindo apenas treˆs divergeˆncias independentes. Esta propriedade diz que, de
fato, a ac¸a˜o quaˆntica efetiva obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renormalizac¸a˜o, o que
nos permite tentar obter estimativas dos valores do paraˆmetro de Gribov e do condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
.
6.2.2 One-loop quantum action in MS scheme
Uma vez provada a renormalizadilidade da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger podemos partir para o ca´lculo da
ac¸a˜o quaˆntica efetiva a um lac¸o. Para tal, de acordo com o me´todo LCO [64], devemos colocar todas as
fontes externas em seus respectivos valores f´ısicos. As fontes de Zwanziger assumem os valores dados
em (5.35) enquanto as demais fontes se anulam. Contudo, devemos notar que nem todos os termos de
fontes podem ser colocados a zero diretamente. No caso das fontes de Zwanziger, o limite f´ısico pode ser
tomado sem problema algum, pois os termos de fontes puras na˜o se renormalizam, veja (5.50) e (6.21).
No caso da fonte LCO J , o termo quadra´tico, proporcional a ζ possui contratermo correspondente
a renormalizac¸a˜o das func¸o˜es de correlac¸a˜o
〈
A2(x)A2(y)
〉
, carregando, assim, divergeˆncias de va´cuo.
Desta forma, a ac¸a˜o a ser considerada deve ser
SJ = Sphys +
∫
d4x
(
J
2
AaµA
a
µ −
ζ
2
J2
)
, (6.22)
onde Sphys e´ dada pela ac¸a˜o f´ısica de Gribov-Zwanziger na forma local, (5.27). Para dar conta do
termo quadra´tico em J , introduzimos os campos de Hubbard-Stratonovich, σ, atrave´s da introduc¸a˜o
∗Diferentemente de [11], estamos considerando a equac¸a˜o de inserc¸a˜o (3.38), que e´ responsa´vel pelo teorema de
na˜o renormalizac¸a˜o do operador A2, definido em (3.44).
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da unidade na forma (3.51). Tal transformaca˜o elimina o termo quadra´tico em J , permitindo assim o
procedimento padra˜o do ca´lculo de uma ac¸a˜o efetiva, sem fontes para atrapalhar. A ac¸a˜o resultante e´,
portanto,
S′J = Sphys + Sσ −
∫
d4x
J
g
σ , (6.23)
onde a ac¸a˜o Sσ e´ dada por (3.53). Como discutido em [64, 97, 98, 5, 11], o campo auxiliar de Hubbard-
Stratonovich aparece acoplado linearmente a fonte J , de forma que o operador AaµA
a
µ esta´ relacionado
ao campo σ atrave´s da seguinte relac¸a˜o〈
AaµA
a
µ
〉
= −1
g
〈σ〉 . (6.24)
A relac¸a˜o (6.24) nos diz que um valor esperado na˜o nulo de σ resulta num valor na˜o trivial para o
condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
. Uma vez resolvido o problema do termo quadra´tico em J , podemos voltar ao
trabalho de calcular a ac¸a˜o efetiva. Assim, para tal, fazemos J = 0 e consideramos apenas os termos
quadra´ticos em (6.23), de forma que a ac¸a˜o quaˆntica a um lac¸o se define como
e−Γ
(1)
=
∫
DADϕ¯Dϕe−S
′
quad , (6.25)
com a ac¸a˜o quadra´tica expl´ıcita dada por
S′quad =
∫
d4x
[
1
4
(
∂µA
a
ν − ∂νAaµ
)2
+
1
2α
(
∂µA
a
µ
)2
+ ϕabµ ∂
2ϕabµ
− γ2g (fabcAaµϕbcµ + fabcAaµϕbcµ )− d(N2 − 1)γ4 + σ22g2ζ + 12 σgζ AaµAaµ
]
,
(6.26)
onde o limite α → 0 deve ser tomado no final para recuperarmos o calibre de Landau. Lembramos
ainda que, na˜o ha´ integrac¸a˜o em σ pois estamos calculando o potencial efetivo nos valores esta´veis do
mesmo.
Cabem agora algumas importantes observac¸o˜es. Primeiramente, vemos que tomando o valor trivial
do campo de Hubbard-Stratonovich, σ = 0, reca´ımos no caso da ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger sem o
operador de glu´on discutido na sec¸a˜o anterior. Por outro lado, o limite γ = 0, nos fornece o caso de
Yang-Mills sem a restric¸a˜o ao horizonte de Gribov, recaindo assim no caso onde temos apenas o efeito
do condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
, discutido no in´ıcio da segunda parte desta tese. Lembramos que estes limites
sa˜o va´lidos apenas na auseˆncia das equac¸o˜es de gap que fixam tais quantidades a valores f´ısicos da
teoria, no caso a condic¸a˜o de horizonte
∂Γ(1)
∂γ2
= 0 . (6.27)
e a minimizac¸a˜o do potencial de σ
∂Γ(1)
∂σ
= 0 . (6.28)
Estas condic¸o˜es na˜o excluem as soluc¸o˜es triviais, pore´m, no caso da condic¸a˜o de horizonte, tal soluc¸a˜o
implica na na˜o restric¸a˜o de Gribov, o que na˜o e´ aceita´vel na presente argumentac¸a˜o. O caso em que o
condensado de gluons e´ trivial foi estudado na sec¸a˜o anterior, contudo, este caso se mostrou um tanto
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obscuro a um lac¸o, uma vez que a energia do va´cuo se mostra positiva e o paraˆmtero de expansa˜o
muito grande. Aqui vamos desconsiderar desde ja´ a possibilidade de soluc¸o˜es triviais, procuraremos,
portanto, apenas por soluc¸o˜es na˜o triviais.
Outra importante observac¸a˜o diz respeito ao paraˆmetro LCO ζ. As equac¸o˜es de gap (6.27-6.28) na˜o
fixam este paraˆmetro, deixando-o livre na teoria. Contudo, de acordo com o discutido na segunda parte
desta tese e em [64, 97, 98, 5, 7], ζ e´ fixado de forma que a ac¸a˜o quaˆntica Γ(1) deva obedecer a uma
equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renormalizac¸a˜o,[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
+ γγ2(g
2)γ2
∂
∂γ2
+ γσ(g
2)σ
∂
∂σ
]
Γ = 0 , (6.29)
com
µ
∂g2
∂µ
= β(g2) ,
µ
∂γ2
∂µ
= γγ2(g
2)γ2 ,
µ
∂σ
∂µ
= γσ(g
2)σ . (6.30)
Esta exigeˆncia e´ satisfeita se escolhemos ζ como uma func¸a˜o da constante de acoplamento g2, na forma
ζ(g2) =
ζ0
g2
+ ζ1 + ζ2g
2 + · · · . (6.31)
Retornando a` ac¸a˜o efetiva a um lac¸o (6.25), e´ fa´cil calcular a expresa˜o na˜o renormalizada de Γ(1), em
d dimenso˜es na regularizac¸a˜o dimensional,
Γ(1) = −d (N2 − 1) γ4 + σ2
2g2ζ
+
N2 − 1
2
(d− 1)
∫
ddp
(2π)
d
ln
[
p4 + 2Ng2γ4 +
gσ
g2ζ
p2
]
. (6.32)
de onde extra´ımos as expresso˜es na˜o renormalizadas das equac¸o˜es de gap, a partir de (6.27-6.28),
σ
ζ0
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+
(
N2 − 1)
2
g(d− 1)
ζ0
∫
ddp
(2π)
d
p2
p4 + gσζ0 p
2 + 2Ng2γ4
= 0 ,
d− 1
d
g2N
∫
ddp
(2π)
d
1
p4 + gσζ0 p
2 + 2Ng2γ4
= 1 . (6.33)
Vemos que a segunda das (6.33) coincide com a equac¸a˜o do gap obtida previamente em [6], enquanto
que a primeira descreve a condensac¸a˜o de AaµA
a
µ quando a restric¸a˜o a` regia˜o de Gribov e´ levada em
considerac¸a˜o. Notamos que o valor do condensado agora e´ influeˆnciado pelo valor do paraˆmtero de
Gribov.
De acordo com [11], depois de um elaborado ca´lculo no esquema de renormalizac¸a˜o MS em (6.32),
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chegamos, finalmente, a†
Γ(1) = −
(
N2 − 1)λ4
2g2N
+
ζ0m
4
2g2
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+
3
(
N2 − 1)
256π2
[(
m2 +
√
m4 − λ4
)2(
ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
− 5
6
)
+
(
m2 −
√
m4 − λ4
)2(
ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
− 5
6
)
+ λ4
]
, (6.35)
onde a notac¸a˜o foi simplicada para‡
λ4 = 8g2Nγ4 , (6.36)
m2 =
gσ
ζ0
. (6.37)
Nesta notac¸a˜o, as equac¸oes de gap (6.27-6.28) passam a ser expressas, respectivamente, como
∂Γ(1)
∂λ
= 0 ,
∂Γ(1)
∂m2
= 0 . (6.38)
Da expressa˜o da ac¸a˜o efetiva a um lac¸o renormalizada (6.35) podemos enta˜o, com o aux´ılo das (6.38),
extrair as equac¸o˜es do gap renormalizadas, a um lac¸o,
0 =
3Ng2
256π2
[
−2
(
m2 +
√
m4 − λ4)√
m4 − λ4 ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
+ 2
(
m2 −√m4 − λ4)√
m4 − λ4 ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
+
20
3
]
− 1 , (6.39)
e
0 =
ζ0m
2
g2
(
1− ζ1
ζ0
g2
)
+
3
(
N2 − 1)
256π2
[
2
(
m2 +
√
m4 − λ4
)(
1 +
m2√
m4 − λ4
)
ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
+ 2
(
m2 −
√
m4 − λ4
)(
1− m
2
√
m4 − λ4
)
ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
− 8
3
m2
]
.
(6.40)
†Observamos que a expresa˜o (6.35) tambe´m e´ va´lida, ou seja, real, quando m4 < λ4, se ℓ+(m, λ) e ℓ−(m, λ),
definidos como
ℓ+(m, λ) =
“
m2 +
p
m4 − λ4
”2 
ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
− 5
6
!
,
ℓ−(m, λ) =
“
m2 −
p
m4 − λ4
”2 
ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
− 5
6
!
, (6.34)
sa˜o complexos conjugados. Onde utilizamos a relac¸a˜o ln(z) = ln |z|+ i arg(z) com −π < arg(z) 6 π.
‡Nenhuma confusa˜o e´ esperada com relac¸a˜o a fonte LCO λ que ja´ foi eliminada para se efetuar o ca´lculo da ac¸a˜o
efetiva.
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Antes de tentarmos resolver as equac¸o˜es de gap (6.39-6.40), vamos checar algumas propriedades da
ac¸a˜o quaˆntica (6.35) sob o grupo de renormalizac¸a˜o.
6.2.3 Renormalization group
Nesta sec¸a˜o vamos checar a invariaˆncia da ac¸a˜o quaˆntica efetiva a um lac¸o (6.35) sob o grupo de
renormalizac¸a˜o. Para tal necessitamos de algumas dimenso˜es anoˆmalas. Primeiramente, definimos as
dimenso˜es anoˆmalas dos novos paraˆmteros m2 e λ, definidos em (6.37), de acordo com
µ
∂m2
∂µ
= γm2(g
2)m2 ,
µ
∂λ
∂µ
= γλ(g
2)λ , (6.41)
Utilizando as relac¸o˜es (??-6.21) e a definic¸a˜o (6.37), e´ fa´cil deduzir que
γm2(g
2) =
[
β(g2)
2g2
− γA(g2)
]
,
γλ(g
2) =
1
4
[
β(g2)
2g2
+ γA(g
2)
]
. (6.42)
A primeira das (6.42) e´ a relac¸a˜o ana´loga da dimensa˜o anoˆmala do operador AaµA
a
µ, dada em (3.50).
Vemos que, notavelmente, as dimenso˜es anoˆmalas do operador AaµA
a
µ e de λ sa˜o diretamente propor-
cionais, a todas as ordens em teorias de perturbac¸o˜es.
A ac¸a˜o quaˆntica (6.35) deve, portanto, obedecer a seguinte equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renor-
malizac¸a˜o[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
+ γλ(g
2)λ
∂
∂λ
+ γm2(g
2)m2
∂
∂m2
]
Γ(1) = 0 . (6.43)
Assim, utilizando as relac¸o˜es de um lac¸o da dimensa˜o anoˆmala do glu´on e da func¸a˜o beta, dadas por
(6.8), e´ trivial checar que
µ
d
dµ
Γ(1) = 0 , (6.44)
confirmando a invariaˆncia sob o grupo de renormalizac¸a˜o da ac¸a˜o (6.35).
6.2.4 Gap equations analysis
Agora temos todas as ferramentas para resolvermos as equac¸o˜es de gap (6.39-6.40) no esquema MS.
Contudo, e´ fa´cil mostrar que neste esquema na˜o existe soluc¸a˜o para m2 > 0. Para tal vamos utilizar os
valores expl´ıcitos de ζ0 e ζ1, dados por (3.47), que podem ser encontrados em [64, 98, 5]. Seja agora
a varia´vel
t =
λ4
m4
, (6.45)
de forma que as (6.39-6.40) passam a ser escritas como
16π2
g2N
=
3
8
(
−2 ln m
2
2µ2
+
5
3
+
1√
1− t ln
t(
1 +
√
1− t)2 − ln t
)
,
−24
13
(
16π2
g2N
)
+
322
39
= 4 ln
m2
2µ2
− 4
3
− 2− t√
1− t ln
t(
1 +
√
1− t)2 + 2 ln t . (6.46)
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Assim, combinando as duas (6.46) para eliminarmos os logar´ıtimos e, consequentemente, a dependeˆncia
na escala µ, chegamos a` condic¸a˜o
68
39
(
16π2
g2N
)
+
122
39
=
1
2
t√
1− t ln
t(
1 +
√
1− t)2 . (6.47)
O lado esquerdo desta condic¸a˜o, assumindo um resultado consistente (g2 > 0), e´ sempre positivo.
Contudo, o lado direito de (6.47) e´ sempre negativo para t > 0. Portanto, na˜o temos soluc¸a˜o para
m2 > 0, independentemente da escala µ.
Podemos ainda assumir a possibilidade de haver uma soluc¸a˜o para m2 < 0. Para tal, desenhemos a
condic¸a˜o de horizonte (6.47) como func¸a˜o de λ4, veja Fig. 6.1. Nesta figura a curva fina corresponde
ao caso m2 < 0, enquanto a curva grossa representa as soluc¸o˜es para m2 > 0. Analizando esta figura,
conclu´ımos claramente que na˜o existe soluc¸a˜o para m2 > 0, uma vez que a condic¸a˜o na˜o atinge o zero.
Este resultado geral esta´ de acordo com o obtido anteriormente, de forma independente de µ. Contudo,
vemos que existe uma u´nica soluc¸a˜o para o caso m2 < 0.
50 100 150 200 250
lambda^4
-0.6
-0.4
-0.2
horizon condition
Figure 6.1: Condic¸a˜o de horizonte como func¸a˜o do paraˆmetro de Gribov em unidades de ΛMS.
Os valores correspondentes para o paraˆmetro de expansa˜o, o paraˆmetro de Gribov e o condensado, bem
como a energia do va´cuo sa˜o, de fato,
g2N
16π2
≈ 1.41 ,
λ4 ≈ 8.063Λ4
MS
,
m2 ≈ −0.950Λ2
MS
,
Evac ≈ 0.047Λ4MS . (6.48)
Estes resultados na˜o sa˜o, obviamente, satisfato´rios pois o paraˆmetro de expansa˜o na˜o e´ pequeno o
suficiente para dar sentido a uma se´rie perturbativa. Ainda, a energia do va´cuo permanece positiva,
como no caso sem condensac¸a˜o discutido na sec¸a˜o anterior. Contudo, e´ a u´nica soluc¸a˜o poss´ıvel no caso
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do esquema de renormalizac¸a˜o MS. O pro´ximo passo e´ tentar otimizar o esquema de renormalizac¸a˜o de
forma a eliminar a dependeˆncia dos resultados encontrados no esquema de renormalizac¸a˜o escolhido,
seja o esquema MS ou qualquer outro esquema.
6.2.5 Optimization of the renormalization scheme
No caso em que a condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ na˜o e´ levada em considerac¸a˜o, mostramos que
a energia do va´cuo a um lac¸o e´ sempre positiva, independentemente da escala e do esquema de
renormalizac¸a˜o. Contudo, no caso em que a condensac¸a˜o e´ estudada na presenc¸a do horizonte de Gribov,
apenas um estudo no esquema MS foi efetuado. Vamos, portanto, tentar minimizar a dependeˆncia dos
resultados no esquema de renormalizac¸a˜o escolhido. Esse estudo e´ motivado pelo fato de que ca´lculos
mais precisos (dois ou mais lac¸os) esta˜o fora da ambic¸a˜o desta tese, dada a complicac¸a˜o ja´ presente
nos ca´lculos a um lac¸o aqui apresentados. Portanto, a alterac¸a˜o no esquema de renorma-lizac¸a˜o
permanecera´ na aproximac¸a˜o de um lac¸o. Assim, de alguma forma, num esquema de renormalizac¸a˜o
diferente do MS, o paraˆmetro de expansa˜o poderia apresentar um valor pequeno o suficiente para
dar sentido a uma soluc¸a˜o. Ou mesmo a energia do va´cuo poderia vir a assumir um valor negativo.
Contudo, tal otimizac¸a˜o do esquema de renormalizac¸a˜o consiste num longo ca´lculo te´cnico, o que na˜o
e´ interessante sob o ponto de vista f´ısico. Desta forma, os detalhes te´cnicos do me´todo podem ser
encontrados em [11] ou no Apeˆndice§ C. Aqui, vamos nos concentrar nos principais resultados obtidos
apo´s a otimizac¸a˜o.
De acordo com o Apeˆndice C, o que, essencialmente, foi feito foi substituir as quantidades m2 e λ4,
na ac¸a˜o efetiva (6.35), por seus correspondentes invariantes de escala e de esquema de renormalizac¸a˜o,
ordem a ordem, m̂2 e λ̂4, respectivamente. A liberdade na escolha do esquema de renormalizac¸a˜o
residual pode ser reduzida a um paraˆmetro u´nico, denotado por b0, relacionado a` renormalizac¸a˜o da
constante de acoplamento. Desta forma, por construc¸a˜o, m̂2 e λ̂4 devem ser inependentes de b0. Do
mesmo modo, a energia do va´cuo, sendo uma quantidade f´ısica, deve ser independente de b0. Este
me´todo torna poss´ıvel fixar o paraˆmtro b0 requerendo uma dependeˆncia m´ınima neste paraˆmetro.
Como primeiro exemplo escolhemos b0 = 0, o que corresponde a utilizar a constante de acoplamento
do esquema MS. Desta forma, com a expansa˜o otimizada, encontramos
y ≡ N
16π2x
≈ 0.340 ,
λ̂4x−2b ≈ 15.66Λ4
MS
,
m̂2x−a ≈ −1.40Λ2
MS
,
Evac ≈ 0.11Λ4MS , (6.49)
Vemos que a constante de acoplamento y ja´ e´ relativamente pequena, menor que 1, enquanto a energia
do va´cuo permanece positiva.
Agora, utilizando a quantidade Υ(b0), como definida em (C.28), o valor o´timo para b0 e´ dado por
§Este apeˆndice foi incorporado a` tese pois possui definic¸o˜es e notac¸o˜es necessa´rias para se entender os resultados
que se seguem, bem como, diferentemente de ca´lculos a um lac¸o, e´ um me´todo novo, que na˜o esta´ presente na
literatura usual.
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b∗0 ≈ 0.425. Utilizando este valor, encontramos¶,
y ≡ N
16π2x
≈ 0.047 ,
λ̂4x−2b ≈ 2.07Λ4
MS
,
m̂2x−a ≈ −0.23Λ2
MS
,
Evac ≈ 0.019Λ4MS , (6.50)
Vemos que o paraˆmetro de expansa˜o e´ satisfatoriamente pequeno neste caso enquanto que a energia do
va´cuo permanece positiva. A conclusa˜o a que chegamos, portanto, e´ que na˜o somos capazes de encon-
trar uma soluc¸a˜o satisfato´ria com energia do va´cuo negativa, e consequentemente, com condensado de
glu´on
〈
F aµνF
a
µν
〉
positivo. Como os ca´lculos foram feitos na aproximac¸a˜o de um lac¸o, seria interessante
que fossem efetuados ca´lculos a dois ou mais lac¸os, para que uma resposta mais forte pudesse ser dada
para o sinal dem2 e Evac. Da mesma forma, tais ca´lculos forneceriam valores nume´ricos mais confia´veis.
Ainda, podemos argumentar sobre a possibilidade de a presenc¸a do horizonte colocar a teoria num n´ıvel
altamente na˜o-perturbativo, de forma que um algor´ıtimo anal´ıtico realmente na˜o perturbativo fosse
necessa´rio. Infelizmente tal conclusa˜o na˜o passa de especulac¸a˜o, uma vez que tal te´cnica infravermelha
na˜o esta´ a nossa disposic¸a˜o.
Lembramos que no esquema de renormalizac¸a˜o MS, a um lac¸o, a soluc¸a˜o das equac¸o˜es do gap sa˜o,
necessariamente, tais que
〈
AaµA
a
µ
〉
> 0. Por outro lado, sem a restric¸a˜o a` regia˜o de Gribov, o valor
encontrado foi
〈
AaµA
a
µ
〉
< 0, utilizando a te´cnica LCO, [64, 98, 5]. Lembramos tambe´m que em
[94, 158, 159, 95, 102], foi encontrado um valor positivo para
〈
AaµA
a
µ
〉
, utilizando a expansa˜o em
produto de operadores em combinac¸a˜o com o operador
〈
AaµA
a
µ
〉
. Contudo, quando o horizonte e´
levado em considerac¸a˜o, a massa dinaˆmica deixa de ser interpretado como uma massa efetiva, uma vez
que os po´los do propagador do glu´on passam a depender de uma mistura entre o paraˆmetro de Gribov
e o condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
. Tal combinac¸a˜o consiste num nu´mero que, possivelmente e´ complexo, o que
torna inva´lida a interpretac¸a˜o dos po´los como massa efetiva e do glu´on como uma part´ıcula. Vamos
expandir esta questa˜o na pro´xima sec¸a˜o.
Observamos ainda que, no caso do modelo de Gribov-Zwanziger puro, o resultado de que a energia do
va´cuo e´ sempre positiva continua valendo, mesmo com a otimizac¸a˜o do esquema de renormalizac¸a˜o.
Veja [11].
6.3 Discussion
Vamos discutir agora as poss´ıveis consequeˆncias da existeˆncia de valores na˜o nulos para o paraˆmetro
de Gribov e do condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
. Comecemos com os propagadores da teoria.
6.3.1 Propagators
Se na˜o consideramos o condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
, reca´ımos no caso discutido no cap´ıtulo anterior e podemos
considerar apenas a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger (5.27). Neste caso, o propagador do glu´on, no n´ıvel
a´rvore e´ dado pela expressa˜o (5.17), como pode ser calculado atrave´s da aproximac¸a˜o de Gribov,
[67]. Em particular, a presenc¸a do paraˆmetro de Gribov implica na nulidade do propagador do glu´on a
momento nulo.
¶A definic¸a˜o de todas as quantidades podem ser encontradas no Apeˆndice C.
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Quando inclu´ımos os efeitos da condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ, o propagador do glu´on se torna, no
n´ıvel a´rvore,
Dabµν(q) = δ
abD(q2)
q2
(
δµν − qµqν
q2
)
= δab
q2
q4 +m2q2 + λ
4
4
(
δµν − qµqν
q2
)
. (6.51)
Este tipo de propagador, e´ conhecido como propagador de Stingl, devido ao autor que utilizou este
propagador pela primeira vez como um anza¨tz para resolver as equac¸o˜es de Schwinger-Dyson, veja [91]
para mais detalhes.
Ainda, ressaltamos que comparac¸o˜es reais de D(p2) com resultados obtidos com simu-lac¸o˜es nume´ricas
na rede [75, 76, 78], esta´ ainda fora de questa˜o. Isso porque dever´ıamos ir ale´m da aproximac¸a˜o do
n´ıvel a´rvore, por exemplo, incluindo efeitos de polarizac¸a˜o a ordens maiores e/ou tentando um aper-
feic¸oamento do tratamento via grupo de renorma-lizac¸a˜o. Em geral essas correc¸o˜es tambe´m dependem
do momento externo.
Com relac¸a˜o ao propagador dos campos fantasmas, estes podem ser calculados a um lac¸o, utilizando-se
o propagador do glu´on na forma (5.17) ou (6.51) em conjunto com suas respectivas equac¸o˜es do gap
(5.22) e a segunda das (6.33). Em ambos os casos, veja [67, 86, 87, 6, 8, 11], encontramos para o
propagador dos campos fantasmas um comportamento infravermelho singular na forma
δab
N2 − 1
〈
cacb
〉
q≈0 ≡
1
q2
G(q2)
∣∣∣∣
p≈0
≈ 1
q4
. (6.52)
Desta expressa˜o vemos que o propagador fantasma e´ mais singular que a predic¸a˜o perturbativa, devido
a presenc¸a do horizonte. Em particular, esta propriedade esta´ diretamente relacionada com o teorema
de na˜o renormalizac¸a˜o do paraˆmetro de Gribov, (6.21), que diz que o termo puro em γ, proveniente do
termo puro nas fontes, na˜o se renormaliza. Essa propriedade garante este comportamento do propagador
fantasma a mais ordens, veja [160, 135] para ca´lculos a dois lac¸os. Esta propriedade do propagador
dos campos fantasmas foram confirmadas tambe´m com ca´lculos nume´ricos em simulac¸o˜es na rede, veja
[78].
Observamos ainda que, da mesma forma que o propagador do glu´on, uma discussa˜o mais detalhada, a
mais lac¸os, do propagador fantasma deve ser efetuada de forma a obtermos expresso˜es para se comparar
com outros resultados.
6.3.2 Coupling constant
E´ usual utilizar como uma definic¸a˜o na˜o perturbativa da constante de acoplamento forte renormalizada
αR, [55, 78], a expressa˜o
αR(q
2) = αR(µ)D(q2, µ)G2(q2, µ) , (6.53)
onde D e G sa˜o os fatores de forma do propagador do glu´on e dos campos fantasmas, respectivamente.
Esta definc¸a˜o e´ um tipo de extensa˜o na˜o perturbativa do resultado perturbativo (3.45). De acordo com
os resultados obtidos atrave´s do estudo das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson, [57, 58, 59, 60, 61, 62], tais
fatores de forma devem satisfazer a seguinte lei de poteˆncias, no limite infravermelho,
lim
p→0
D(p2) ∝ (p2)θ ,
lim
p→0
G(p2) ∝ (p2)ω , (6.54)
onde os expoentes infravermelhos θ e ω obedecem a seguinte regra de soma
θ + 2ω = 0 . (6.55)
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Tal regra de soma sugere o aparecimento de um ponto fixo para a constante de acoplamento renor-
malizada, (6.53), como ja´ sugerido por simulac¸o˜es na rede, [78, 79, 80]. No nosso caso, os resultados
para os fatores de forma do glu´on e dos campos fantasmas na aproximac¸a˜o a ordem zero, obedecem
a regra de soma (6.55), com θ = 2 e ω = −1. Note que sem o paraˆmetro de Gribov, a regra (6.55)
desaparece, bem como a evideˆncoa do ponto fixo para a constante renormalizada.
6.3.3 Positivity violation
E´ comum utilizar o propagador do glu´on como indicador do confinamento das excitac¸o˜es gluoˆnicas
atrave´s da chamada violac¸a˜o da positividade, veja [150, 151] e refereˆncias contidas. O conceito de
positividade e´ o que se segue.
O propagador do glu´on Euclideano, D(q) ≡ D(q2)q2 pode, sempre, ser escrito atrave´s da representac¸a˜o
espectral
D(q) =
D(q)
q2
=
∫ +∞
0
dM2
ρ(M2)
q2 +M2
. (6.56)
A densidade espectral ρ(M2) deve sempre ser positiva, de forma a possuir uma representac¸a˜o de Ka¨llen-
Lehmann, permitindo assim, a interpretac¸a˜o de campos em termos de part´ıculas esta´veis. Pode-se ainda
definir o correlator temporal, [151],
C(t) =
∫ +∞
0
dMρ(M2)e−Mt , (6.57)
Desta definic¸a˜o vemos que se C(t) > 0, enta˜o, sempre, ρ(M2) > 0. Contudo, se para algum t,
C(t) < 0 enta˜o ρ(M2) na˜o pode ser sempre positivo. Podemos converter a expressa˜o (6.57) para
possuir argumento dependente do propagador do glu´on (6.56),
C(t) = 1
2π
∫ +∞
−∞
e−iptD(p)dp . (6.58)
Utilizando a expressa˜o (6.51) do propagador do glu´on, podemos analizar caso a caso da positividade
do glu´on:
• Se λ = 0, enta˜o m2 > 0, e
C(t) = e
−mt
2m
> 0 . (6.59)
• Se m2 = 0,
C(t) = e
−Lt2
2L
(
cos
Lt
2
− sin Lt
2
)
, (6.60)
que assume valores negativos para certos valores de t.
• Nos demais casos temos
C(t) = 1
2
[ √
ω1
ω1 − ω2 e
−√ω1t +
√
ω2
ω2 − ω1 e
−√ω2t
]
, (6.61)
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onde ω1 e ω2 sa˜o os po´los do propagador (6.51), com a convenc¸a˜o de possuir parte real positiva,
ωi =
m2 + (−1)i√m4 − λ4
2
, i ∈ {1, 2} . (6.62)
Na˜o e´ dif´ıcil deduzir que a expressa˜o (6.61) sempre pode vir a assumir valores negativos. Veja
[11].
Conclu´ımos que, quando a restric¸a˜o a` regia˜o de Gribov e´ feita, a func¸a˜o C(t) sempre exibe violac¸a˜o
de positividade, quando considerado o propagador do glu´on ao n´ıvel a´rvore, com ou sem o condensado〈
AaµA
a
µ
〉
.
90
Chapter 7
Linear covariant gauges
7.1 Motivation and introduction
Neste cap´ıtulo vamos discutir brevemente a generalizac¸a˜o do tratamento das ambigu¨idades de Gribov
para o caso dos calibres lineares covariantes (CLC). O principal est´ımulo desta ana´lise e´ o fato de este
estudo nunca ter sido efetuado anteriormente. Obviamente, existem estudos feitos nestes calibres, mas
na˜o diretamente tratando a questa˜o das ambigu¨idades de Gribov. Em particular, chamamos atenc¸a˜o
para trabalhos feitos numericamente na rede, [136, 137, 138], onde foi encontrado evideˆncias de um
propagador gluoˆnico (transverso e longitudinal) suprimido no infravermelho. Tambe´m, existem estudos
deste calibre utilizando-se as equac¸o˜es de Schwinger-Dyson, [161], onde foi encontrado um propagador
do glu´on tambe´m suprimido no limite de baixas energias, enquanto que o propagador fantasma apresenta
o t´ıpico comportamento singular de Gribov, [67].
Ainda, os CLC sa˜o a generalizac¸a˜o natural, mais simples, do calibre de Landau, o que torna este estudo,
no m´ınimo, interessante. Ademais, uma visa˜o global das ambigu¨idades de Gribov, independentemente
do calibre escolhido ainda na˜o esta´ dispon´ıvel. Somente recentemente, se iniciou tais estudos, em
calibres que na˜o o Landau ou Coulomb. Em particular, trabalhos foram desenvolvidos no MAG, [139,
140, 18], e nos CLC, [14]. Tal interesse da comunidade f´ısica pode ser visto como o pro´ximo passo a
uma compreensa˜o completa da quantizac¸a˜o das teorias de Yang-Mills e teorias de calibre em geral.
O calibre de Landau permite que a restric¸a˜o a` primeira regia˜o de Gribov seja efetuada devido ao fato
de o operador de Faddeev-Popov ser hermitiano, possuindo assim, autova-lores reais. Ao irmos para
o caso mais geral em que consideramos os CLC esta propriedade e´ perdida, pois o glu´on deixa de ser
exclusivamente transverso. Ainda, ao contra´rio do calibre de Landau, nos CLC na˜o se conhece um
funcional cuja minimizac¸a˜o defina os mesmos. Contudo, ainda podemos estabelecer propriedades das
ambigu¨idades de Gribov e consequeˆncias f´ısicas para a eliminac¸a˜o das co´pias neste calibre, [14], inclu´ındo
ainda os efeitos da gerac¸a˜o dinaˆmica de massa [4, 5]. Os efeitos f´ısicos aparecem nos propagadores. O
propagador do glu´on se torna suprimido na regia˜o infravermelha, sendo que a componente transversa e´
suprimida devido a` restric¸a˜o de dom´ınio do espac¸o funcional das configurac¸o˜es e reforc¸ada pela presenc¸a
da massa dinaˆmica enquanto a componente longitudinal e´ suprimida devido a` massa dinaˆmica apenas.
O propagador dos campos de Faddeev-Popov na˜o apresenta singularidade do tipo 1/k4 pois na˜o esta´
associado ao funcional de restric¸a˜o. Em contrapartida, uma func¸a˜o de Green com a singularidade 1/k4
e´ identificada.
Os detalhes deste cap´ıtulo podem ser encontrados em [14].
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7.2 Identification of a restriction region
Como no caso de Landau, e´ poss´ıvel determinar uma regia˜o no espac¸o das configurac¸o˜es que pode ser
usada para eliminar um grande nu´mero de co´pias de Gribov. Primeiramente vamos escrever a ac¸a˜o de
Yang-Mills quantizada nos calibres lineares covariantes,
SCLC = SYM +
∫
d4x
(
ba∂Aa +
α
2
baba + caMabcb
)
, (7.1)
cujo limite α → 0 recupera o calibre de Landau. Lembramos que o operador de Faddeev-Popov na˜o e´
hermitiano neste caso. A integral de caminho de Faddeev-Popov, portanto, pode ser escrita como
Z =
∫
DADbDc¯Dc exp {−SCLC} . (7.2)
A condic¸a˜o de calibre e´ dada por
∂µA
a
µ = −αba , (7.3)
que produz as mesmas equac¸o˜es de co´pias que o calibre de Landau, (5.4-5.6), exceto pelo fato deMab
na˜o ser hermitiano.
Vamos agora enunciar algumas propriedades das co´pias de Gribov no caso dos CLC. Tais propriedades
nos permitem identificar uma regia˜o relacionada a` regia˜o de Gribov. Essa regia˜o pode ser utilizada para
estabelecer um corte no dom´ınio de integrac¸a˜o da integral de caminho.
• Propriedade 1: Se a componente transversa AaTµ de uma dada configurac¸a˜o Aaµ =
(
AaTµ +A
aL
µ
)
pertence a` regia˜o de Gribov C0, enta˜o o operador de Faddeev-Popov Mab(A) na˜o possui auto-
valores nulos, i.e., se
AaTµ ∈ C0 ⇒Mab 6= 0 . (7.4)
A prova desta propriedade e´ feita assumindo-se o contra´rio, ou seja, supondo que exista um modo
zero do operador de Faddeev-Popov se a componente transversa do campo de calibre pertencer
a` regia˜o de Gribov. Feito isso, na˜o e´ dif´ıcil mostrar que, para calibres pro´ximos ao de Landau∗,
α ≪ 1, essa suposic¸a˜o e´ imposs´ıvel. Com esta propriedade podemos definir uma regia˜o, Ω, da
seguinte forma
Ω ≡ {Aaµ ∣∣ Aaµ = AaTµ +AaLµ , AaTµ ∈ C0} , (7.5)
ou, equivalentemente
Ω ≡ {Aaµ ∣∣ Aaµ = AaTµ +AaLµ , MabT > 0} . (7.6)
onde,
MabT = −∂µ
(
δab∂µ − gfabcAcTµ
)
. (7.7)
Outra forma de escrever a propriedade 1 e´, portanto,
AaTµ ∈ C0 ⇒ Aaµ ∈ Ω . (7.8)
Desta propriedade segue, trivialmente a seguinte.
∗Tudo o que sera´ feito daqui para frente nos CLC sera´ na aproximac¸a˜o α≪ 1.
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• Propriedade 2: Se a componente transversa AaTµ de uma configurac¸a˜o Aaµ pertence a` regia˜o de
Gribov C0, enta˜o o campo A
a
µ na˜o possui co´pias de Gribov infinitesimais.
A prova e´ imediatamente trivial, uma vez que se entende a propriedade anterior. Esta propriedade
nos diz que a restric¸a˜o a` regia˜o Ω elimina todas a co´pias que podem ser obtidas atrave´s de
transformac¸o˜es infinitesimais.
• Propriedade 3: No limite α que vai a zero, a regia˜o Ω se reduz a` regia˜o de Gribov C0.
lim
α→0
Ω = C0 . (7.9)
Esta propriedade e´ tambe´m imediata pois, no limite α→ 0, a componente longitudinal de Aaµ vai
a zero. Desta forma podemos entender a regia˜o Ω como uma deformac¸a˜o da regia˜o de Gribov.
7.3 Implementation of the restriction
As propriedades discutidas na sec¸a˜o anterior sugerem e motivam uma restric¸a˜o no dom´ınio de integrac¸a˜o
considerando apenas o dom´ınio em Ω, definido em (7.5-7.6). A integral de caminho se torna, portanto,
Z =
∫
DADbDc¯Dc exp {−SCLC} V(Ω) . (7.10)
onde, V(Ω) e´ responsa´vel pela restric¸a˜o a` regia˜o Ω. Como no caso de Landau utilizaremos a condic¸a˜o
k k kk
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Figure 7.1: Propagador fantasma com contribuic¸a˜o de gluons transversais externos.
de auseˆncia de po´los para caracterizar V(Ω), [67]. Contudo, como a definic¸a˜o de Ω, (7.5-7.6), na˜o
depende do operador de Faddeev-Popov, devemos utilizar outra quantidade. Fortuitamente, a definic¸a˜o
(7.5-7.6), depende apenas das configurac¸o˜es transversas, atrave´s do operador MabT , que claramente
e´ hermitiano. Assim, repetimos a ana´lise do propagador do ghost para o caso do operador
(MabT )−1,
representada na Fig. 7.1†, obtendo assim, a condic¸a˜o de restric¸a˜o
Ng2
4(N2 − 1)
∫
d4k
(2π)4
AaTµ (k)A
aT
µ (−k)
k2
< 1 . (7.11)
Esta condic¸a˜o implica no seguinte funcional de restric¸a˜o
V(C0) = exp
{
−Ng2γ4
∫
d4k
(2π)4
AaTµ (k)A
aT
µ (−k)
k2
+ 4(N2 − 1)γ4
}
, (7.12)
†A notac¸a˜o diagrama´tica da decomposic¸a˜o do glu´on em componentes transversal e longitudinal esta´ sendo uti-
lizada da seguinte forma: linhas de gluons com uma seta transversal a` direc¸a˜o de propagac¸a˜o do glu´on representam
gluons transversais enquanto linhas de gluons com setas tangenciais a` direc¸a˜o de propagac¸a˜o representam as com-
ponentes longitudinais do glu´on.
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onde o paraˆmetro de Gribov, novamente, e´ determinado atrave´s do requerimento de que a energia do
va´cuo dependa minimamente deste paraˆmetro. A` primeira ordem, a equac¸a˜o do gap coincide com a
equac¸a˜o do gap no calibre de Landau,
3
4
Ng2
∫
d4k
(2π)4
1
k4 + 2Ng2γ4
= 1 . (7.13)
Note que este e´ um resultado esperado uma vez que a condic¸a˜o de auseˆncia de po´los leva em consid-
erac¸a˜o apenas a contribuic¸a˜o transversa do operador de Faddeev-Popov.
7.4 Propagators
Um ca´lculo simples do propagador do glu´on no n´ıvel a´rvore, com a integral de caminho (7.10), levando
em considerac¸a˜o o funcional de restric¸a˜o (7.12), nos leva a
Dabµν(k) = δ
ab
[
k2
k4 + 2Ng2γ4
(
δµν − kµkν
k2
)
+
α
k2
kµkν
k2
]
. (7.14)
Primeiramente notamos que a componente transversa do propagador (7.14) e´ suprimida no limite
infravermelho enquanto a componente longitudinal se mante´m singular. Ainda, no limite α → 0, os
resultado do calibre de Landau sa˜o recuperados, (5.17).
Com relac¸a˜o a` quantidade
(MabT )−1, esperamos que seja bastante singular na regia˜o infravermelha,
devido ao efeito da restric¸a˜o. De fato, um ca´lculo a um lac¸o utilizando a integral de caminho (7.10),
levando em considerac¸a˜o o funcional de restric¸a˜o (7.12) e fazendo uso da equac¸a˜o do gap (7.13), e´
fa´cil mostrar que
1
N2 − 1
[(MT (k))−1]aa ∣∣∣∣
k→0
∝ 1
k4
, (7.15)
conforme esquematizado na Fig. 7.2. Evidenciando a presenc¸a de forc¸as de longo alcance, necessa´rias
para estabelecer o confinamento. Para ilustrarmos o fato de que a restric¸a˜o na˜o se relaciona com o
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Figure 7.2: Propagador fantasma com contribuic¸a˜o de gluons transversais.
limite infravermelho do propagador dos campos fantasmas, podemos calcular o mesmo utilizando o
esquema de renormalizac¸a˜o MS, representado na Fig. 7.3
1
N2 − 1G
aa(k)
∣∣∣∣
k→0
∝ 1
k4
1(
1− α 2γ23πk2 log k
2
µ¯2
) , (7.16)
onde µ¯ e´ a massa de renormalizac¸a˜o no esquema MS. Note que o termo logar´ıtimico vem de con-
tribuic¸o˜es de configurac¸o˜es longitudinais, como e´ evidente pela presenc¸a de α. Portanto, na˜o temos
uma singularidade do tipo Gribov-Zwanziger no propagador dos campos fantasmas.
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Figure 7.3: Propagador fantasma com contribuic¸a˜o de gluons transversais e longitudinais.
7.5 Inclusion of dynamical mass generation effects
De acordo com [5], a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa nos CLC e´ descrita atrave´s da ac¸a˜o
S = SCLC + Sσ , (7.17)
where SCLC e´ dada por (7.1) e o termo Sσ em (7.17) conte´m o campo auxiliar de Hubbard-Stratonovich,
σ, e e´ dado por
Sσ =
∫
d4x
[
σ2
2g2ζ
+
1
2
σ
gζ
AaµA
a
µ +
1
8ζ
(
AaµA
a
µ
)2 ]
. (7.18)
A introduc¸a˜o do campo σ permite o estudo da condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ, gerando massa para o
glu´on na forma
m2 =
〈σ〉
gζ
. (7.19)
E´ importante ressaltar o fato de que a ac¸a˜o (SYM + Sσ) e´ invariante de calibre, de acordo com as
transformac¸o˜es
δAaµ = −Dabµ ωb ,
δσ = gAaµ∂µω
a . (7.20)
Desta forma, a ac¸a˜o (7.17), nos conduz a uma integral de caminho ainda contaminda por co´pias de
Gribov. Ainda, como as co´pias de Gribov esta˜o relacionadas apenas com a condic¸a˜o de calibre (7.3),
o termo de massa na˜o afeta as equac¸o˜es de co´pias (5.4-5.6), assim como a condic¸a˜o de auseˆncia de
po´los (7.11). Esta ana´lise nos leva, portanto, ao mesmo funcional de restric¸a˜o (7.12) considerado para
o caso na˜o massivo. Portanto, nesta aproximac¸a˜o o problema das ambigu¨idades de Gribov comuta com
a gerac¸a˜o dinaˆmica de massa. A integral de caminho resultante e´
Z =
∫
DADbDc¯Dc exp {−S}V(Ω) . (7.21)
Contudo, a presenc¸a da massa dinaˆmica afeta a forma do propagador do glu´on, que, e´ alterado para
Dabµν(k) = δ
ab
[
k2
k4 +m2k2 + 2Ng2γ4
(
δµν − kµkν
k2
)
+
α
k2 + αm2
kµkν
k2
]
. (7.22)
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Vemos que a componente transversa se mante´m suprimida na regia˜o infravermelha, onde a massa reforc¸a
essa supressa˜o. A componenete longitudinal, que antes na˜o apresentava supressa˜o infravermelha (7.14),
agora, devido a` massa, se torna suprimida no limite de baixas energias. Note ainda que o paraˆmetro de
Gribov continua sendo determinado por uma equac¸a˜o do gap, agora, na forma
3
4
Ng2
∫
d4q
(2π)
4
1
q4 +m2q2 + 2Ng2γ4
= 1 . (7.23)
Esta equac¸a˜o e´ diferente da anterior, (7.13), devido a` presenc¸a da massa. No entanto, e´ determinada da
mesma forma, requerendo que a energia do va´cuo seja m´ınima com relac¸a˜o ao paraˆmetro de Gribov. Na
aproximac¸a˜o atual (um lac¸o) o termo de massa ja´ mostra sua influeˆncia nessa condic¸a˜o. Note ainda que
esta expressa˜o coincide com o caso de Landau com gerac¸a˜o dinaˆmica de massa, [6, 8, 11], veja expressa˜o
(7.13). Por fim, temos a quantidade (MT )−1, que permanece exibindo o t´ıpico comportamento singular
de Gribov, (7.15). Esse comportamento na˜o e´ afetado, portanto, pela presenc¸a da massa dinaˆmica.
7.6 Discussion
Nas teorias de Yang-Mills quantizadas nos calibres lineares covariantes, fomos capazes de identificar
uma regia˜o no espac¸o funcional das configurac¸o˜es a qual e´ livre de co´pias de Gribov infinitesimais. Tal
regia˜o, denotada Ω, foi definida na expressa˜o (7.5-7.6). Ainda, fomos capazes de identificar uma func¸a˜o
de Green associada a` fronteira de Ω que pode ser utilizada para implementar a regia˜o na integral de
caminho (7.2). Na˜o obstante, os efeitos de gerac¸a˜o dinaˆmica de massa puderam ser levados em conta
pois a ac¸a˜o efetiva que descreve a condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ, (7.17), e´, de fato, invariante de
calibre. Implementando a restric¸a˜o a` regia˜o Ω na integral de caminho (7.21), que descreve as teorias
de Yang-Mills nos CLC com gerac¸a˜o dinaˆmica de massa, temos como efeito f´ısico a modificac¸a˜o dos
propagadores da teoria. Note que estes resultados sa˜o va´lidos apenas na aproximac¸a˜o de CLC pro´ximos
ao de Landau, α≪ 1.
No caso do propagador do glu´on (7.22), temos que ambas componentes, transversal e longitudinal,
sa˜o suprimmidas no limite infravermelho. A componente transversal exibe um comportamento tipo
Stingl [91, ?], onde a supressa˜o ocorre devido a` presenc¸a do paraˆmetro de Gribov e e´ reforc¸ada pela
presenc¸a da massa. A componente longitudinal, por sua vez, tambe´m exibe supressa˜o infravermelha,
contudo, sua causa ocorre exclusivamente devido a` massa. Este resultado esta´ em acordo qualitativo
com resultados obtidos atrave´s de simulac¸o˜es nume´ricas na rede [136, 137, 138], bem como resultados
provenientes de soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson [161].
No caso do propgador dos campos fantasmas, o comportamento singular infravermelho 1/k4, presente
no calibre de Landau, e´ perdido nos CLC. Esse efeito e´ compreens´ıvel uma vez que se entende que o
operador de Faddeev-Popov na˜o mais se relaciona com a regia˜o de Gribov neste caso. Ao inve´s do
propagador dos campos de Faddeev-Popov, a func¸a˜o de Green singular, que evidencia a presenc¸a de
forc¸as de longo alcance foi definida em (7.7) e consiste no propagador dos campos fantasmas com
contribuic¸a˜o a um lac¸o apenas da componente transversa do glu´on. Note que, ate´ nosso conhecimento,
na˜o existem dados na rede sobre o propagador fantasma ou da func¸a˜o MT . A u´ltima, tambe´m esta´
indispon´ıvel no caso das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson. Contudo, no caso das equac¸o˜es de Schwinger-
Dyson o propagador fantasma foi calculado utilizando-se um me´todo de corte de ve´rtices nus, [161].
Como resultado, foi encontrado um propagador singular tipo Gribov, 1/k4. Este resultado esta´ em
desacordo com o resultado aqui apresentado, (7.16). Mas, o resultado da Schwinger-Dyson, [161],
consiste num Ansa¨tz ousado pois o me´todo de corte de ve´rtices nus se mostra va´lido apenas no calibre
de Landau, [55, 57, 58, 60, 61, 62], pois utiliza-se o teorema de na˜o-renormalizac¸a˜o do ve´rtice glu´on-
fantasma-antifantasma, [124, 157], que so´ e´ estabelecido no calibre de Landau.
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Assim, dois aspectos na˜o-perturbativos das teoria de Yang-Mills foram estudados no caso dos CLC, a
massa dinaˆmica devido a condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ e as ambigu¨idades de Gribov, relacionadas
com a quantizac¸a˜o das teorias de Yang-Mills. Contudo, muitos aspectos ainda merecem atenc¸a˜o.
Primeiramente, lembramos que nossos resultados baseiam-se na aproximac¸a˜o α≪ 1. Ainda, o me´todo
utilizado para se implementar a restric¸a˜o consiste basicamente na aproximac¸a˜o de Gribov [67], e um
aperfeic¸oamento, como o feito por Zwanziger [86, 87] e´ necessa´rio para que ca´lculos expl´ıcitos possam
ser efetuados.
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Chapter 8
Conclusions
Antes de adentramos nas concluso˜es desta tese, lembramos que a lista de resultados obtidos esta´
apresentada de maneira sistema´tica no Cap´ıtulo 2.
8.1 Mass condensates conclusions
Estudamos simultaneaneamente a condensac¸a˜o dos operadores locais compostos de dimensa˜o dois
AaµA
a
µ e f
abccacb no calibre de Landau [16]. Esta ana´lise extende a ja´ existente para o caso do
condensado de gluons
〈
AaµA
a
µ
〉
[64, 81, 5] e do condensado Overhauser
〈
fabccbcc
〉
[122, 90]. Exceto
pela renormalizabilidade do me´todo LCO, todos os resultados obtidos foram no caso do grupo SU(2).
Neste caso, o condensado Overhauser foi considerado na direc¸a˜o Abeliana do espac¸o de cor,
〈
ε3bccacb
〉
.
Utilizando a te´cnica LCO para construir a ac¸a˜o quaˆntica efetiva a um lac¸o, mostramos que ambos
condensados sa˜o favorecidos dinamicamente conforme a diminuic¸a˜o da energia do va´cuo. A renormaliz-
abilidade da teoria resultante foi provada a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es atrave´s da te´cnica
de renormalizac¸a˜o alge´brica [48]. Ale´m disso, tal ac¸a˜o efetiva obedece a uma equac¸a˜o homogeˆnea do
grupo de renormalizac¸a˜o.
Efeitos devido a presenc¸a de condensados na˜o triviais foram apresentadas. Em parti-cular, analizando
a condic¸a˜o de calibre (4.47) ao n´ıvel quaˆntico, foi poss´ıvel demonstrar que o propagador do glu´on
permanece transverso, a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es. Mostramos tambe´m, atrave´s de
uma ana´lise via a identidade de Slavnov-Taylor (4.52), que, a um lac¸o, o condensado Overhauser quebra
a transversalidade da polarizac¸a˜o do va´cuo.
Ainda, o condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
gera uma massa efetiva para o glu´on, no n´ıvel a´rvore, como e´ evidente
da expressa˜o (4.45). Da mesma forma, o propagador fantasma e´ afetado no n´ıvel a´rvore devido a
presenc¸a do condensado
〈
ε3bccacb
〉
, como caracterizado em (4.46). Ademais, determinando a correc¸a˜o
de um lac¸o a` massa efetiva do glu´on, encontramos que o condensado Overhauser induz a` quebra da
degeneresceˆncia entre as massas Abeliana e na˜o Abeliana. A massa na˜o Abeliana se mostra maior que
a massa Abeliana. Este resultado pode ser interpretado como uma evideˆncia anal´ıtica da dominaˆncia
Abeliana no calibre de Landau, veja (4.70-4.74).
Vale ressaltar que evideˆncias da dominaˆncia Abeliana no calibre de Landau foram encontradas atrave´s
de simulac¸o˜es nume´ricas na rede [105, 106], onde foi identificado um efeito Meissner dual Abeliano.
Contudo, este u´ltimo resultado foi invalidado no trabalho [162], de mesmos autores e outros. Por outro
lado, em [163], foram encontradas evideˆncias do condensado Overhauser, no caso SU(2), na rede,
atrave´s de um estudo do operador de Faddeev-Popov. Os dados foram ajustados de acordo com nossa
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predic¸a˜o (4.46) e assumindo um pequeno valor para o condensado. O resultado encontrado para o
propagador dos campos fantasmas foi na forma ∼ p−4, de acordo com nosso resultado anal´ıtico (4.46).
8.2 Gribov ambiguities conclusions
8.2.1 Condensates and the Gribov horizon
Com relac¸a˜o a`s ambigu¨idades de Gribov fizemos um estudo no caso geral do grupo SU(N) da ac¸a˜o
de Gribov-Zwanziger [86, 87]. Uma ana´lise detalhada da condensac¸a˜o do operador AaµA
a
µ em conjunto
com a restric¸a˜o a` regia˜o de Gribov foi exposta [6, 8, 11].
Antes de discutirmos a inclusa˜o do operador AaµA
a
µ na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger, fizemos uma pequena
discussa˜o sobre a condic¸a˜o de horizonte a um e dois lac¸os no caso puro de Gribov-Zwanziger. Como
resultado, mostramos que a energia do va´cuo, a um lac¸o, e´ sempre positiva, independentemente da
escala ou do esquema de renormalizac¸a˜o. Tentativas de resultados expl´ıcitos diretamente no esquema
de renormalizac¸a˜o MS fracassaram a um e dois lac¸os. Ressaltamos que um valor positivo para a energia
do va´cuo implica num valor negativo para o condensado de gluons
〈
F aµνF
a
µν
〉
, atrave´s da anomalia do
trac¸o.
Incluindo o operador AaµA
a
µ na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger atrave´s do formalismo LCO, fomos capazes
de mostrar, a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es, que o modelo permanece renormaliza´vel. A
ac¸a˜o efetiva correspondente, constru´ıda com a te´cnica LCO [64], a um lac¸o no esquema MS, obedece
a uma equac¸a˜o homogeˆnea do grupo de renormalizac¸a˜o. Mostramos formalmente que as equac¸o˜es
acopladas, definindo o horizonte e o condensado 〈AaµAaµ〉, na˜o possuem soluc¸a˜o para 〈AaµAaµ〉 < 0. Na˜o
obstante, para 〈AaµAaµ〉 > 0, apenas uma soluc¸a˜o e´ poss´ıvel. Contudo, um valor expl´ıcito consistente
na˜o foi encontrado.
Numa tentativa de otimizar os resultados, fizemos uma reduc¸a˜o na dependeˆncia no esquema de renor-
malizac¸a˜o. Desta forma, fomos capazes de definir um esquema de renormalizac¸a˜o aprimorado, de-
pendendo apenas da escala de renormalizac¸a˜o µ e do paraˆmetro b0, associado a` renormalizac¸a˜o da
constante de acoplamento g. Ainda, definimos as quantidades m̂ (associada ao condensado 〈AaµAaµ〉) e
λ̂ (associado ao paraˆmetro de Gribov), as quais sa˜o independentes de escala e do esquema de renormal-
izac¸a˜o ordem a ordem. Resolvendo as equac¸o˜es de gap numericamente, na˜o fomos capazes de encontrar
uma soluc¸a˜o com energia de va´cuo negativa. Contudo, soluc¸o˜es consistentes puderam ser extra´ıdas no
caso limite em que reca´ımos no esquema MS bem como no caso em que a dependeˆncia no esquema e´
m´ınima.
Este resultado indica que ca´lculos a ordens maiores devem ser efetuados para uma conclusa˜o sobre
a energia do va´cuo. Contudo, isto esta´ fora da ambic¸a˜o do trabalho aqui apresentado. Ademais, o
presente resultado pode ser uma indicac¸a˜o de que a restric¸a˜o a` regia˜o de Gribov lanc¸a a teoria na regia˜o
infravermelha profunda, e a teoria perturbativa ou o grupo de renormalizac¸a˜o nada podem fazer neste
caso. Necessitar´ıamos de um esquema de ca´lculo realmente na˜o perturbativo.
Os paraˆmetros de massa m̂ e λ̂ sa˜o de natureza na˜o perturbativa e aparecem nos propagadores do
glu´on e dos campos de Faddeev-Popov. Mesmo sem estimativas nume´ricas expl´ıcitas, fomos capazes
de prover uma ana´lise qualitativa sobre as consequeˆncias f´ısicas da presenc¸a destes paraˆmetros. Em
primeiro lugar, chamamos a atenc¸a˜o para o caso do condensado 〈AaµAaµ〉 sem a presenc¸a do horizonte.
Neste caso, a massa dinaˆmica encontrada e´ positiva, m2 > 0. Quando inclu´ımos o horizonte, a massa
se mostra negativa m2 < 0. Aparentemente isto seria um problema relacionado a presenc¸a de ta´quions
na teoria. Contudo, devemos lembrar que os po´los do propagador sa˜o afetados tambe´m pelo paraˆmetro
de Gribov, como exposto em (6.51). Desta forma, os po´los se mostram complexos, indicando, na˜o a
presenc¸a de ta´quions, mas sim que o glu´on na˜o faz parte do espectro f´ısico da teoria, como deve ser
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para objetos com carga de cor. Esta hipo´tese se confirma quando entendemos que o propagador do
glu´on (6.51) viola o princ´ıpio de positividade.
Com relac¸a˜o ao propagador dos campos fantasmas, a um lac¸o, levando em conta a condic¸a˜o de hor-
izonte, este se mostra singular no limite infravermelho na forma ∼ k−4. Esta propriedade pode ser
interpretada como o surgimento de forc¸as de longo alcance dentro da teoria, necessa´rias para o con-
finamento. Note ainda que, estes resultados esta˜o de acordo com os resultados encontrados na rede
[163, 164], assim como os resultados provenientes das equac¸o˜es de Schwinger-Dyson [63].
Devemos chamar a atenc¸a˜o para a importaˆncia que os condensados fantasmas teˆm nesta tese, sendo
fundamentais para a dominaˆncia Abeliana no calibre de Landau, bem como para estabilizar o va´cuo
da QCD. Desta forma um estudo mais completo considerando o condensado de gluons e condensados
fantasmas com a ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger pode vir a fornecer informac¸o˜es mais precisas sobre o va´cuo
da QCD e os po´los dos propagadores. Vale ressaltar que, uma ana´lise qualitativa desta proposta levaria
a quebra de degeneresceˆncia das massas Abeliana e na˜o Abeliana, contudo, uma vez que os po´los
se tornam complexos, na˜o sabemos como a dominaˆncia Abeliana se apresentaria neste contexto. Ao
menos, longe do horizonte, γ = 0, esta ana´lise foi feita em detalhes nesta tese.
8.2.2 Gribov ambiguities in other gauges
As ambigu¨idades de Gribov possuem um bom entendimento no calibre de Landau e consequentemente,
devido a semelhanc¸a te´cnica, no calibre de Coulomb. Em outros calibres pouco foi desenvolvido. Desta
forma, apresentamos o primeiro trabalho anal´ıtico sobre as ambigu¨idades de Gribov nos calibres lineares
covariantes para pequenos valores de α. Ressaltamos que ale´m destes calibres, trabalhos foram feitos
apenas no calibre ma´ximo Abeliano [139, 140, 15, 20, 23, 25]. Contudo, nesta tese nos atemos ao
calibre de Landau e sua generalizac¸a˜o mais simples, os calibres lineares covariantes.
Como no calibre de Landau, a componente transversa do propagador do glu´on apresenta supressa˜o
infravermelha. Ale´m disso, a componente longitudinal se mostra imuta´vel na aproximac¸a˜o de Gribov.
Contudo, na presenc¸a do condensado
〈
AaµA
a
µ
〉
, este tem o efeito de suprimir a componente lontidunal,
de acordo com a expressa˜o (7.22). Vemos que no caso do setor transverso existe a violac¸a˜o do princ´ıpio
da positividade, o que na˜o ocorre no setor longitudinal. Contudo, perturbativamente o setor longitudinal
se cancela, e esperamos que o mesmo ocorra na˜o perturbativamente. Estes resultados esta˜o em acordo
qualitativo com o simulac¸o˜es na rede [136, 137, 138] e com ana´lises feitas atrave´s das equac¸o˜es de
Schwinger-Dyson [161].
Com relac¸a˜o ao propagador fantasma, encontramos que, ao inve´s do propagador fantasma, a func¸a˜o
de Green que apresenta comportamento singular infravermelho e´ dada por
[(MT (k))−1]aa ∝ k−4,
definido em (7.15). Lembramos que esta quantidade so´ cor-responde ao propagador dos campos fan-
tasmas no caso limite α = 0.
Apesar de tudo, muitos aspectos dos calibres lineares covariantes ainda merecem ser investigados.
Uma lista parcial seria: 1) A existeˆncia de um funcional minimizante ca-racterizando a condic¸a˜o dos
calibres lineares covariantes. Tal funcional poderia ser muito u´til para investigar as co´pias de Gribov na˜o
infinitesimais; 2) Como os propagadores se comportam para o caso de α geral; 3) Seria poss´ıvel encontrar
uma ac¸a˜o tipo Gribov-Zwanziger, local e renormaliza´vel? Tal ac¸a˜o possibilitaria uma investigac¸a˜o sobre
as correc¸o˜es quaˆnticas nestes calibres.
8.3 Final Remarks
Nesta tese encontramos evideˆncias da gerac¸a˜o dinaˆmica de massa devido a condensac¸a˜o de operadores
de massa, evideˆncias da dominaˆncia Abeliana no calibre de Landau, evideˆncias do confinamento e um
103
104 CHAPTER 8. CONCLUSIONS
entendimento das ambigu¨idades de Gribov, generalizando-as a outros calibres. Ale´m de evideˆncias
podemos dizer que confirmamos a complexidade do setor infravermelho da QCD, assim como a ne-
cessidade do tratamento completo das ambigu¨idades de Gribov. Em especial, um me´todo de ca´lculo
totalmente na˜o perturbativo parece ser necessa´rio para um compreendimento completo desta faceta da
Natureza. Isso mostra que esta investigac¸a˜o esta´ longe de ter chegado ao fim e muito trabalho ainda
precisa ser feito.
Esperamos, portanto, que esta tese inspire mais trabalhos sobre o comportamento infravermelho das
teorias de Yang-Mills, em particular sobre a QCD, assim como no´s estaremos nos dedicando a` con-
tinuidade desta pesquisa.
104
Part V
APPENDICES
105

Appendix A
Conventions
Este apeˆndice e´ dedicado a estabelecer as notac¸o˜es e convenc¸o˜es utilizadas nesta tese. Vamos seguir
um modelo evolutivo ao inve´s de simplesmente enumerar as notac¸o˜es e convenc¸o˜es utilizadas, tentando
assim, deixar este apeˆndice mais amiga´vel para leitura.
A simetria de calibre das teorias de Yang-Mills e´ descrita por um grupo de Lie compacto semi-simples
cujos elementos sa˜o matrizes unita´rias de determinante positivo, o chamado grupo SU(N),
SU(N) =
{
U(x)
∣∣ U(x)†U(x) = 1, detU(x) = +1} . (A.1)
Sejam λa os geradores do grupo. Tais geradores, obviamente, obedecem a` a´lgebra de um grupo de Lie[
λa, λb
]
= fabcλc , (A.2)
onde fabc, um objeto totalmente antissime´trico, representa as constantes de estrutura do grupo.
Os geradores sa˜o escolhidos antihermiteanos, λa = −λa†, com condic¸a˜o de normalizac¸a˜o dada por
tr(λaλb) = δab. Note que a ∈ {1, 2, . . . , N2 − 1}.
A ac¸a˜o de Yang-Mills em um espac¸o-tempo Euclideano quadridimensional e´
SYM =
1
4
∫
d4xF aµνF
a
µν , (A.3)
onde o tensor intensidade de campo e´ dado por
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν , (A.4)
e g e´ a constante de acoplamento. A conecc¸a˜o Aaµ representa o campo de gluons. A ac¸a˜o (A.3) e´
invariante sob transformac¸o˜es de calibre locais com relac¸a˜o ao grupo SU(N) na forma
AUµ = Aµ + U
†DµU , (A.5)
onde a derivada covariante e´ definida por
DµU = ∂µU + g[Aµ, U ] , (A.6)
e a conecc¸a˜o expandida na a´lgebra e´ dada por Aµ = A
a
µλ
a. Para transformac¸o˜es de calibre infinitesimais
podemos expandir os elementos do grupo de acordo com
U(x) = exp[ω(x)] = exp[ωa(x)λa] ≈ 1 + ω +O(ω2) . (A.7)
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Assim, as transformac¸o˜es infinitesimais sa˜o descritas por (A.5)
δAaµ = D
ab
µ ω
b , (A.8)
de forma que
δSYM = 0 . (A.9)
A derivada covariante na representac¸a˜o adjunta em (A.8) se define como
Dabµ = δ
ab∂µ − gfabcAcµ . (A.10)
Estaremos sempre utilizando a representac¸a˜o adjunta ao longo desta tese.
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Tools
Este apeˆndice e´ dedicado a`s principais te´cnicas utilizadas neste trabalho. As te´cnicas sera˜o apresentadas
brevemente. Como mencionado antes, na˜o e´ o objetivo deste apeˆndice ou desta tese rever os princ´ıpios
da Teoria Quaˆntica de Campos e da Teoria de Renormalizac¸a˜o, para tal existe uma vasta literatura
dispon´ıvel, por exemplo, [30] e [165], respectivamente.
Comec¸aremos com o princ´ıpio geral da ac¸a˜o quaˆntica [49, 50, 51, 52, 53], fundamental para uma teoria
quaˆntica de campos. Apo´s isso, revisaremos a quantizac¸a˜o pelo me´todo de BRST [46, 47] seguida
de um resumo sucinto da teoria de renormalizac¸a˜o alge´brica [48]. Enta˜o estaremos aptos a discutir
os principais pontos do grupo de renormalizac¸a˜o [54]. Por fim, abordaremos a te´cnica de operadores
compostos locais (te´cnica LCO) [64].
B.1 Quantum action principle
Antes de desenvolvermos o me´todo de quantizac¸a˜o BRST da ac¸a˜o (A.3) e estudarmos as simetrias
da teoria no formalismo funcional (Identidades de Ward) vamos discutir o chamado princ´ıpio de ac¸a˜o
quaˆntica [49, 50, 51, 52, 53].
A simetria de calibre gozada pela ac¸a˜o de Yang-Mills (A.3) produz uma ambigu¨idade. Qualquer valor
esperado a ser calculado com essa ac¸a˜o ira´ contar cada configurac¸a˜o do campo de calibre infinitas vezes
devido ao fato de que cada campo esta´ relacionado a infinitos outros atrave´s das transformac¸o˜es de
calibre (A.5). Para resolver este problema devemos fixar o calibre, ou seja, introduzir um v´ınculo para
filtrar os graus de liberdade espu´rios existentes devido a` simetria de calibre. Faremos isso em detalhe
na pro´xima sec¸a˜o, por hora vamos assumir que saibamos a ac¸a˜o com o calibre fixado, digamos, Σ, onde
esta ac¸a˜o seria composta pela ac¸a˜o de Yang-Mills mais um termo que descreva a fixac¸a˜o de calibre e
as demais propriedades necessa´rias,
Σ = SYM + Sfc . (B.1)
A integral de caminho, ou gerador funcional das func¸o˜es de Green seria
Z[j, J ] =
∫
Dφ exp
(
−Σ−
∫
d4xjaµA
a
µ −
∫
d4xJAOA
)
. (B.2)
Nesta expressa˜o Dφ e´ a medida quaˆntica da integral de caminho e jaµ e J
A sa˜o campos cla´ssicos, ou
fontes externas, chamadas fontes de Schwinger. O ı´ndice A e´ um multi-´ındice geral. O objeto OA e´
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um operador composto local. O gerador funcional conexo se define por
Z[j, J ] = e−W [j,J] . (B.3)
E a ac¸a˜o quaˆntica, ou funcional de ve´rtice e´ a transformada de Legendre de W [j, J ],
Γ[A, J ] = W [j, J ]−
∫
d4xjaµA
a
µ . (B.4)
Note que a condic¸a˜o de controrno assumida e´ tal que o valor esperado do va´cuo e´ das varia´veis de
campo sa˜o nulas
δΓ
δAaµ
∣∣∣∣
Aaµ=0
= 0 . (B.5)
E´ sabido que o funcional gerador Z obedece a` equac¸a˜o renormalizada, veja por exemplo [30, 32, 31],
jaµZ +∆
a
µ · Z = 0 , (B.6)
onde a inserc¸a˜o∗ ∆aµ e´ um operador composto local cuja contribuic¸a˜o cla´ssica coincide com as equac¸o˜es
de movimento cla´ssicas. A equac¸a˜o (B.6) para a ac¸a˜o quaˆntica fica como
δΓ
δAaµ
−∆aµ · Γ = 0 , (B.8)
A derivac¸a˜o da expressa˜o (B.8) pode ser repetida para o funcional gerador das func¸o˜es de ve´rtice com
a inserc¸a˜o OA,
δΓ
δJA
= OA · Γ . (B.9)
Assim, seguindo os passos anteriores encontramos
δΓ
δJA
δΓ
δAaµ
−∆aAµ · Γ = 0 , (B.10)
onde ∆aAµ e´ um operador local composto. A expressa˜o (B.10) nada mais e´ que o princ´ıpio de ac¸a˜o
quaˆntica (PAQ) na representac¸a˜o do funcional de ve´rtice.
Na˜o e´ muito dif´ıcil entender o conteu´do f´ısico do PAQ (B.10). De fato, para nossos fins, o PAQ diz
que uma variac¸a˜o na˜o linear do campo Aaµ da´ origem a uma inserc¸a˜o de um operador local composto.
E como este operador na˜o e´ um campo fundamental, este deve ser acoplado a uma fonte externa JA.
Assim, a expressa˜o (B.9) define o valor esperado de OA, contudo, na˜o temos um contorno para OA
como temos para Aaµ descrito pela expressa˜o (B.5). Por tanto, operadores locais compostos devem estar
acoplados a uma fonte externa pois na˜o sabemos como estes se comportam sob correc¸o˜es quaˆnticas.
Essas fontes sa˜o introduzidas para controlar estes operadores. Para operadores fundamentais, como sa˜o
os campos fundamentais da teoria, na˜o ha´ necessidade de se inserir uma fonte pois temos a condic¸a˜o
(B.5) para controla´-los.
∗A notac¸a˜o de inserc¸a˜o e´ na forma
∆aµ · Z =
Z
Dφ∆aµ exp
„
−Σ−
Z
d4xjaµA
a
µ
«
. (B.7)
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campos / fontes A c c¯ b Ω L
dimensa˜o 1 0 2 2 3 4
nu´mero fantasma 0 1 −1 0 −1 −2
Table B.1: Dimensa˜o e nu´mero fantasma dos campos e fontes.
B.2 BRST quantization
B.2.1 gauge fixing
Como mencionado na sec¸a˜o anterior, devemos nos livrar dos graus de liberdade na˜o f´ısicos da ac¸a˜o de
Yang-Mills (A.3). Para tal, devemos introduzir um v´ınculo na teoria. Um me´todo eficiente e elegante
de se introduzir um v´ınculo a` uma ac¸a˜o invariante de calibre e´ o chamado me´todo de quantizac¸a˜o
BRST [46, 47]. Vamos rever este me´todo para o caso das teorias de Yang-Mills.
Para cada gerador do grupo de simetria a ser quebrada, λa, introduz-se um campo fantasma de Grass-
mann ca obedecendo a uma equac¸a˜o isomo´rfica a` equac¸a˜o de estrutura de Maurer-Cartan [166],
sca =
g
2
fabccccc , (B.11)
sendo esta a transformac¸a˜o BRST para o campo fantasma. O campo fantasma nada mais e´ que os
conhecidos campos fermioˆnicos de Faddeev-Popov [43]. Para o glu´on, a transformac¸a˜o de BRST ocorre
como
sAaµ = −Dabµ cb . (B.12)
Note que esta transformac¸a˜o e´ isomo´rfica a` uma transformac¸a˜o de calibre infinitesimal (A.8). O v´ınculo
de calibre covariante, digamos,
∂µA
a
µ = f
a , (B.13)
e´ introduzido juntamente com um dubleto BRST
sc¯a = ba ,
sba = 0 , (B.14)
o qual e´ inofensivo ao conteu´do f´ısico da teoria [48]. Na expressa˜o (B.13), fa pode depender dos
campos c, c¯ and b. Ainda, de forma a ser poss´ıvel descrever a simetria BRST como uma equac¸a˜o
funcional, de acordo com o PAQ, introduzimos tambe´m fontes invariantes de BRST, Ωaµ e L
a, para
controlar as transformac¸o˜es BRST na˜o lineares, (B.11) e (B.12). Uma simples analise dimensional sobre
os campos e o operador s nos permite definir† a dimensa˜o ultravioleta dos campos e fontes de acordo
com a tabela‡ B.1. Assim, a ac¸a˜o covariante mais geral poss´ıvel apropriada para uma teoria quaˆntica
consistente e´ dada por
Σ = SYM + Sgf + Sext , (B.15)
†Note que existe uma liberdade na escolha das dimenso˜es ultravioletas dos campos de Faddeev-Popov e do
operador BRST. Esta liberdade vem do fato de que as transformac¸o˜es BRST fornecem duas relac¸o˜es independentes
entre as dimenso˜es destes campos e do operador s, portanto, temos um sistema indefinido de equac¸o˜es. Esta questa˜o
sera´ importante para a definic¸a˜o dos condensados fantasmas discutidos na segunda parte desta tese. Voltaremos a
discutir esta questa˜o no estudos dos condensados fantasmas.
‡Lembramos que, em d dimenso˜es, a constante de acoplamento possui dimensa˜o ultravioleta dada por [g] = 2− d
2
,
implicando na condic¸a˜o de renormalizabilidade 2 ≤ d ≤ 4.
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onde,
Sgf = s
∫
d4x c¯a
(
∂µA
a
µ +
α
2
ba +
β
2
gfabcc¯bcc
)
=
∫
d4x
[
ba
(
∂µA
a
µ +
α
2
ba + βgfabcc¯bcc
)
+ c¯a∂µD
ab
µ c
b +
β
4
g2fabcf cdec¯ac¯bcdce
]
,
(B.16)
e
Sext = s
∫
d4x
(−ΩaµAaµ + Laca)
=
∫
d4x
(
−ΩaµDabµ cb +
g
2
fabcLacbcc
)
. (B.17)
Note que a ac¸a˜o (B.15) possui todos os termos poss´ıveis de dimensa˜o ultravioleta quatro que respeitem
a simetria global de cor.
Duas observac¸o˜es devem ser feitas. Primeiro, e´ trivial ver que s e´ um operador nilpotente, s2 = 0,
portanto, a ac¸a˜o (B.15) e´ BRST invariante, sΣ = 0. Segundo, a introduc¸a˜o dos paraˆmetros de calibre
α e β depende da escolha do calibre a ser fixado (B.13) e, em alguns casos estes termos sa˜o necessa´rios
para fins de renormalizac¸a˜o.
Geometricamente, este me´todo pode ser entendido da seguinte forma: A ac¸a˜o de Yang-Mills (A.3)
descreve a dinaˆmica da conecc¸a˜o, Aaµ, definida no fibrado principal de grupo de simetria SU(N)
imerso numa variedade Euclideana de quatro dimenso˜es. Contudo, a geometria existente neste espac¸o
topolo´gico e´ maior. Podemos definir neste espac¸o as uma-formas de Maurer-Cartan ca, a derivada
exterior na o´rbita de calibre s, e dubletos para definirmos uma sec¸a˜o no fibrado principal. Assim, partindo
desta geometria completa podemos derivar a ac¸a˜o de Yang-Mills como foi feito acima, utilizando
apenas argumentos geome´tricos. Fisicamente, os campos fantasmas aparecem de forma a garantir a
unitariedade da matriz S, eliminando os graus de liberdade espu´rios da teoria.
Obviamente, como ja´ foi mencionado e sera´ amplamente explorado, a quantizac¸a˜o BRST na˜o e´ com-
pletamente eficiente devido a` existeˆncia das co´pias de Gribov [67]. Contudo, nada mais falaremos sobre
este assunto neste apeˆndice, uma vez que a terceira parte desta tese e´ devotada a este tema.
B.2.2 Ward identities
Um ponto importante para se estabelecer a renormalizabilidade de uma teoria e´ saber as simetrias nela
existentes. Assim, vamos escrever a simetria BRST e as demais simetrias na forma de uma equac¸a˜o
funcional compativelmente com o PAQ. No caso da simetria BRST, a equac¸a˜o funcional e´ a chamada
identidade de Slavnov-Taylor
S(Σ) =
∫
d4x
(
δΣ
δΩaµ
δΣ
δAaµ
+
δΣ
δLa
δΣ
δca
+ ba
δΣ
δc¯a
)
= 0 . (B.18)
Ale´m disso, dependendo do calibre escolhido, outras simetrias podem surgir. Tais simetrias podem
envolver os campos fantasmas e demais objetos que na˜o o campo de calibre. Essas simetrias dara˜o
lugar a outras identidades, as chamadas identidades de Ward,
WA(Σ) = ∆Acl , (B.19)
onde A e´ um multi-´ındice geral e ∆Acl uma poss´ıvel quebra cla´ssica, linear nos campos. E´ um conhecido
resultado que esta quebra na˜o evolui ao n´ıvel quaˆntico [48] devido a` condic¸a˜o (B.5). Por este motivo,
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podemos utilizar identidades linearmente quebradas como simetrias va´lidas. Ainda, a simetria discreta
de Faddeev-Popov surge naturalmente na quantizac¸a˜o BRST,
Q Σ = 0 , (B.20)
onde Q e´ um operador discreto cujas transformac¸o˜es na˜o nulas sa˜o
ca → ca ,
c¯a → −c¯a ,
Ωaµ → −Ωaµ ,
La → −2La . (B.21)
Esta simetria define um novo nu´mero quaˆntico, o chamado nu´mero fantasma. Estes nu´meros esta˜o
tabelados na tabela B.1 juntamente com as dimenso˜es ultravioletas dos campos e fontes.
B.3 Algebraic renormalization
Com a ac¸a˜o completa (B.15) e as identidades de Ward (B.18-B.20) podemos dar in´ıcio ao estudo da
estabilidade da ac¸a˜o (B.15) sob correc¸o˜es radiativas. Para tal, a renormalizac¸a˜o alge´brica [48] e´ a teoria
apropriada para se trabalhar. O primeiro passo e´ a procura por anomalias, ou seja, checar a validade das
identidades de Ward no n´ıvel quaˆntico. Em seguida, utilizando as identidades de Ward, determina-se o
contratermo mais geral poss´ıvel. E finalmente, testa-se a estabilidade da ac¸a˜o sob correc¸o˜es quaˆnticas.
Uma vez estabelecida a renormalizabilidade de uma teoria podemos definir o grupo de renormalizac¸a˜o,
u´ltimo assunto antes de adentramos na sec¸a˜o seguinte, a te´cnica LCO.
B.3.1 Anomalies
Provar a validade das identidades (B.18-B.19) ao n´ıvel quaˆntico equivale a mostrar que na˜o existem
anomalias na teoria, i.e. se uma simetria e´ perdida conforme aparecem as correc¸o˜es quaˆnticas enta˜o
dizemos que existe uma anomalia associada a esta simetria. O me´todo geral de verificar se uma simetria
da ac¸a˜o cla´ssica sobrevive ao processo de quantizac¸a˜o e´ escrever uma poss´ıvel quebra, de ordem n em
ǫ, para a identidade de Ward associada a esta simetria. Assume-se que a identidade e´ va´lida ate´ ordem
n− 1 em ǫ. Desta forma,
WA(Γ) = ∆Acl + ǫn∆A +O(ǫn+1) , (B.22)
onde, (B.22) engloba tambe´m a identidade de Slavnov-Taylor (B.18). A quantidade Γ representa a
ac¸a˜o quaˆntica,
Γ = Σ + ǫΣ(1) + ǫ2Σ(2) + ǫ3Σ(3) + . . . = Σ+Σc (B.23)
Ainda, ǫ e´ o paraˆmetro de expansa˜o, considerado pequeno. Substituindo a expressa˜o (B.23) em (B.22)
chegamos a
WAΓ Σc = ǫn∆A , (B.24)
onde fizemos uso da identidade cla´ssica (B.19), portanto, mostrando que a quebra vem das correc¸o˜es
quaˆnticas. O novo operador WAΓ e´ um operador linear associaao a WA, chamado operador linearizado
da simetria§ WA. No caso de WA ser linear, o operador linearizado coincide com WA.
§Veremos um exemplo expl´ıcito na pro´xima sec¸a˜o para o caso do operador de Slavnov-Taylor.
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Voltemos a expressa˜o (B.22). Suponhamos enta˜o que a quebra ∆A possa ser escrita como
∆A =WAΣ ∆˜ , (B.25)
Neste caso, redefinindo a ac¸a˜o quaˆntica como
Γ→ Γ− ǫn∆˜ , (B.26)
e aplicando o operador WA na nova ac¸a˜o (B.26), temos
WA(Γ− ǫn∆˜) =WA(Γ)− ǫn∆A +O(ǫn+1) = ∆Acl +O(ǫn+1) , (B.27)
onde (B.22) foi utilizada. Assim, se ∆˜ pode ser absorvida em Γ como um contratermo, ordem a ordem
em teoria de perturbac¸o˜es, enta˜o na˜o existe anomalia da simetria em questa˜o. A demostrac¸a˜o a ordem
n implica na validade a todas as ordens,por recursa˜o. O me´todo de demonstrac¸a˜o em si e´ totalmente
ana´logo ao que abordaremos no caso da estabilidade da ac¸a˜o discutida a seguir. De agora em diante
assumiremos que na˜o existem anomalias.
B.3.2 Counterterm and quantum stability
Nos resta ainda provar a estabilidade da ac¸a˜o (B.15) com relac¸a˜o a correc¸o˜es quaˆnticas. Assim, sem
anomalias, consideramos a ac¸a˜o quaˆntica corrigida a todas as ordens (B.23). Enta˜o, impomos as
identidades (B.18-B.20) a` ac¸a˜o quaˆntica (B.23),
S(Γ) = 0 ,
WA(Γ) = ∆Acl ,
Q Γ = 0 . (B.28)
Fazendo uso das identidades (B.18-B.20) em (B.28) chegamos, ordem a ordem, a
BΓ(n−1)Σ(n) = 0 ,
WAΓ(n−1)Σ(n) = 0 ,
QΣ(n) = 0 , (B.29)
onde, BΓ(n−1) e´ o operador linearizado de Slavnov-Taylor de ordem (n− 1),
BΓ(n−1) =
∫
d4x
(
δΓ(n−1)
δΩaµ
δ
δAaµ
+
δΓ(n−1)
δAaµ
δ
δΩaµ
+
δΓ(n−1)
δLa
δ
δca
+
δΓ(n−1)
δca
δ
δLa
+ ba
δ
δc¯a
)
. (B.30)
Note que as expresso˜es (B.29) valem a partir da primeira ordem, pois a ordem zero temos as ja´
estabelecidas identidades cla´ssicas (B.18-B.20). O operador WA
Γ(n−1)
e´ a versa˜o linearizada de WA(·),
da mesma forma que (B.30). E, Γ(n−1) e´ a ac¸a˜o quaˆntica (B.23) truncada na ordem ǫ(n)
Γ(n) = Σ + ǫΣ(1) + ǫ2Σ(2) + . . .+ ǫ(n−1)Σ(n−1) +O(ǫn) . (B.31)
E´ fa´cil ver que a imposic¸a˜o das identidades (B.28), valendo ordem a ordem, pode ser feita de maneira
recursiva, i.e. provando a primeira ordem, a prova valera´ a todas as ordens por induc¸a˜o. Portanto,
basta impormos
BΣΣ(1) = 0 ,
WAΣΣ(1) = 0 ,
QΣ(1) = 0 . (B.32)
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Resolver a primeira das (B.32) e´ um problema de cohomologia [48]. E a soluc¸a˜o e´ dada por uma parte
trivial e uma parte na˜o trivial,
Σ(1) = ∆0 + BΣ∆−1 . (B.33)
onde ∆0 e´ a parte na˜o trivial da cohomologia, com dimensa˜o ultravioleta quatro e nu´mero fantasma
nulo,
BΣ∆0 = 0 ,
∆0 6= BΣ(·) . (B.34)
E´ sabido que dubletos BRST na˜o pertencem a parte na˜o trivial da cohomologia [48]. Desta forma,
∆0 = ∆0(A, c,Ω, L). Contudo, e´ fa´cil mostrar que a cohomologia na˜o trivial na˜o carrega dependeˆncia
nas fontes externas, implicando em ∆0 = ∆0(A, c). Ainda, devido a simetria discreta de Faddeev-
Popov, na˜o ha´ espac¸o para termos dependentes nos campos de Faddeev-Popov. Logo,
∆0 = ∆0(A) . (B.35)
A simples aplicac¸a˜o da condic¸a˜o (B.34) nos leva a
∆0 = a0SYM . (B.36)
Falta ainda encontrar ∆−1, o objeto mais geral, polinomial nos campos e fontes, com dimensa˜o ultra-
violeta igual a quatro e nu´mero fantasma unita´rio negativo. Assim,
∆−1 =
∫
d4x
(
a1∂µc¯
aAaµ + a2L
aca + a3
α
2
c¯aba + a4
β
2
fabcc¯ac¯bcc + a5Ω
aµAaµ
)
, (B.37)
onde ai sa˜o, assim como a0, paraˆmetros independentes. Ademais, a segunda das condic¸o˜es (B.32)
devem ser utilizadas, promovendo poss´ıveis cancelamentos e v´ınculos entre estes paraˆmetros indepen-
dentes.
Apo´s determinarmos o contratermo mais geral, ainda devemos checar a estabilidade da ac¸a˜o (B.15).
Isso e´ feito redefinindo multiplicativamente os campos, paraˆmetros e fontes,
Φ0 = Z
1/2
Φ Φ ,
J0 = ZJJ ,
ξ0 = Zξξ , (B.38)
onde,
Φ ∈ {A, b, c, c¯} ,
J ∈ {Ω, L} ,
ξ ∈ {g, α, β} , (B.39)
e enta˜o reabsorver o contratermo na ac¸a˜o cla´ssica na forma
Γ(1) = Σ(Φ0,J0, ξ0) = Σ(Φ,J , ξ) + ǫΣ(1)(Φ,J , ξ) . (B.40)
A validade de (B.40) a primeira ordem implica na validade da mesma a todas as ordens. Se isso for
poss´ıvel, enta˜o a ac¸a˜o quantizada no calibre escolhido e´ dita multiplicamente renormaliza´vel pelo menos
a todas as ordens na teoria de perturbac¸o˜es.
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B.3.3 Renormalization group
Vamos relembrar os principais pontos referentes ao grupo de renormalizac¸a˜o (GR). Como este e´ um
assunto bem conhecido, vamos diretamente ao grupo de renormalizac¸a˜o e sua interpretac¸a˜o f´ısica,
evitando o tratamento via a equac¸a˜o de Callan-Symanzik. Para uma discussa˜o mais detalhada sugerimos
a literatura existente sobre o assunto [48, 165, 167].
Uma teoria renormaliza´vel consiste numa teoria onde seja poss´ıvel filtrar consistentemente as di-
vergeˆncias ultravioletas nela existentes. Os contratermos sa˜o ajustados de forma a eliminar tais di-
vergeˆncias. Contudo, qualquer parte finita que estes contratermos possuam e´ aceita´vel. Cada forma de
escolher o contratermo consiste num esquema de renormalizac¸a˜o diferente. Uma mudanc¸a no esquema
de renormalizac¸a˜o e´ compensada por uma mudanc¸a na parte finita do contratermo. Desta forma a
teroria permanece inalterada enquanto a parametrizac¸a˜o utilizada depende do esquema de renormal-
izac¸a˜o empregado. Sucintamente, o conteu´do f´ısico de uma teoria renormaliza´vel e´ invariante sob as
transformac¸o˜es entre parametrizac¸o˜es. Tal invariaˆncia caracteriza o chamado grupo de renormalizac¸a˜o.
Uma forma de caracterizar tal liberdade e´ atrave´s da introduc¸a˜o da massa de renormalizac¸a˜o µ. O que
significa que podemos descrever a invariaˆncia sob o GR atrave´s de uma equac¸a˜o diferencial, a equac¸a˜o
do grupo de renormalizac¸a˜o (EGR).
Para estudarmos a invariaˆncia de uma quantidade f´ısica sob a mudanc¸a da parametrizac¸a˜o da teoria
basta fazermos uso do gerador de tal variac¸a˜o,
d(µ) = µ
d
dµ
. (B.41)
Pensemos numa quantidade de uma teoria, digamos, Q. Podemos estudar a resposta de Q a uma
mudanc¸a na parametrizac¸a˜o da teoria de acordo com
d(µ)Q = ∆ ·Q , (B.42)
onde ∆, de acordo com o PAQ, representa uma inserc¸a˜o em Q. Ainda, obviamente, os campos
e demais paraˆmetros (constantes de acoplamentos, campos, paraˆmetros de calibre, massas...) de
uma teoria podem vir a depender (dependendo do esquema de renormalizac¸a˜o utilizado) da massa de
renormalizac¸a˜o µ. Desta forma, a variac¸a˜o em µ se expande e obtemos a chamada equac¸a˜o do grupo
de renormalizac¸a˜o(
µ
∂
∂µ
+ β
∂
∂g2
− γmm2 ∂
∂m2
− γΦ ∂
∂Φ
− γα ∂
∂α
)
Q = ∆ ·Q , (B.43)
onde Φ representa os campos da teoria, α os paraˆmetros de calibre, g as constantes de acoplamento e
m as massas. As quantidades γΦ, β e γα e γm representam suas respectivas renormalizac¸o˜es,
β = µ
∂g2
∂µ
,
γΦ = −µ∂Φ
∂µ
,
γm = − µ
m2
∂m2
∂µ
,
γα = −µ∂α
∂µ
. (B.44)
A func¸a˜o beta nos diz como a constante de acoplamento varia com a mudanc¸a de escala enquanto as
dimenso˜es anoˆmalas γΦ, γα e γm nos informam como as amplitudes de campo, paraˆmetros de calibre e
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operador / fontes O λ J
dimensa˜o 2 2 2
nu´mero fantasma q −q − 1 −q
Table B.2: Dimensa˜o e nu´mero fantasma do operador e fontes LCO.
massas, respectivamente, respondem a` mudanc¸a de escala. Por sua vez, a EGR (B.43) descreve como
uma quantidade responde a uma mudanc¸a de escala de renormalizac¸a˜o.
No caso em que Q define uma quantidade f´ısica, digamos Q = Γ, teremos a chamada invariaˆncia sob
as EGR, ou seja, o conteu´do f´ısico de uma teoria deve permanecer inalterado se alteramos o esquema
de renormalizac¸a˜o. A compensac¸a˜o vem de mudanc¸as simultaˆneas dos paraˆmetros da teoria. E´ claro
que quantidades f´ısicas na˜o devem depender dos campos, portanto,(
µ
∂
∂µ
+ β
∂
∂g2
− γmm2 ∂
∂m2
− γα ∂
∂α
)
Γ = 0 . (B.45)
B.4 Local composite operator technique
Nesta sec¸a˜o veremos como introduzir operadores locais compostos na ac¸a˜o, de maneira consistente com
o PAQ e a simetria BRST e ainda de forma a respeitar o GR. Na sec¸a˜o onde estudamos o princ´ıpio de
ac¸a˜o quaˆntica, sec¸a˜o B.1, vimos como um operador local composto deve ser introduzido de maneira a
respeitar o PAQ, contudo, nada foi dito sobre a simetria BRST. Por simplicidade e objetividade, vamos
nos restringir ao calibre de Landau.
O objetivo da te´cnica de operadores compostos locais (Te´cnica LCO¶) e´ calcular o potencial efetivo
associado a um operador‖ e, juntamente com o GR, procurar por m´ınimos na˜o triviais desses potenciais.
Infelizmente, apenas operadores de dimensa˜o ultravioleta dois permitem ca´lculos reais, pois apenas
estes operadores podem ser associados a campos auxiliares atrave´s da transformac¸a˜o de Hubbard-
Stratonovich. Por outro lado, tais operadores podem vir a gerar uma massa dinaˆmica para outros
campos, em particular o campo de calibre. Comecemos enta˜o analisando o me´todo geral de incluir
operadores de dimensa˜o dois em uma ac¸a˜o BRST invariante.
B.4.1 Dimension two operators
Seja OA um operador de dimensa˜o ultravioleta dois e nu´mero fantasma q. O ı´ndice A e´ um multi-´ındice
geral. Seja tambe´m Σ uma ac¸a˜o invariante sob transformac¸o˜es de BRST gerais, onde s e´ o operador
de BRST. De acordo com o PAQ devemos introduzir uma fonte JA acoplada ao operador. Para que
esta fonte pertenc¸a a cohomologia trivial de BRST, introduzimo-la como um dubleto BRST,
sλA = JA
sJA = 0 . (B.46)
Os nu´meros quaˆnticos do operador e das fontes esta˜o dispon´ıveis na tabela B.2. A ac¸a˜o, levando em
¶Do ingleˆs: Local composite operator technique
‖A menos que o contra´rio seja dito, nos referiremos sempre a um operador local composto simplesmente por
operador.
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conta o operador OA, e´ definida por
ΣLCO = Σ+ s
∫
d4x
(
λAOA − f(q)ζ
2
λAJA
)
,
= Σ+
∫
d4x
[
JAOA + (−1)q+1λAsOA − f(q)ζ
2
JAJA
]
. (B.47)
O termo quadra´tico na fonte JA e´ permitido por contagem de poteˆncia. Como este termo so´ aparece
para o caso em que q = 0, introduzimos a func¸a˜o f(q) definida por
f(q) = lim
ǫ→0
∫ ǫ
−ǫ
dzδ(z − q) . (B.48)
Desta forma, ζ, chamado paraˆmetro LCO, e´ introduzido para absorver as divergeˆncias associadas a`s
func¸o˜es de Green
〈OA(x)OB(y)〉. Note ainda que, no caso em que conside-ramos mais de um operador,
introduzimos mais dubletos. Estas fontes podem se misturar e gerar mais termos quadra´ticos nas fontes.
Aqui, por simplicidade, consideraremos apenas um dubleto.
A ac¸a˜o (B.47) deve ser renormaliza´vel, portanto, o me´todo de renormalizac¸a˜o alge´brica deve ser apli-
cado. Vamos assumir, portanto, que a ac¸a˜o LCO (B.47) seja renormaliza´vel. Uma importante relac¸a˜o
que resulta deste me´todo diz respeito a renormalizac¸a˜o do operador composto OA,
ZJ = ZO , (B.49)
que sera´ de extrema importaˆncia na ana´lise do potencial efetivo via grupo de renorma-lizac¸a˜o, mais
adiante.
B.4.2 Hubbard-Stratonovich fields
O problema que surge agora e´ o termo quadra´tico na fonte LCO. Como o objetivo e´ calcular o potencial
efetivo associado ao operador OA devemos eliminar o termo quadra´tico nas fontes de forma a podermos
aplicar os me´todos usuais da TQC. Este termo so´ ocorre para o caso em que q = 0, o que acarreta
em f(q) = 1. Como os outros casos na˜o possuem este problema, vamos considerar o caso q = 0.
Consideremos enta˜o a integral de caminho, com λA = 0,
Z[J ] =
∫
Dφ exp
{
−Σ−
∫
d4x
[
JAOA − ζ
2
JAJA
]}
. (B.50)
As quantidades em Z sa˜o as quantidades ja´ renormalizadas, de acordo com (B.38), mas, por sim-
plicidade, vamos manter a notac¸a˜o na˜o renormalizada. A eliminac¸a˜o do termo quadra´tico em JA e´
feita atrave´s dos campos de Hubbard-Stratonovich. Estes campos sa˜o introduzidos atrave´s da unidade
escrita na forma
1 = N
∫
Dσ exp
{
− 1
2ζ
∫
d4x
(
σA
g
+OA − ζJA
)(
σA
g
+OA − ζJA
)}
, (B.51)
Onde σA sa˜o os campos de Hubbard-Stratonovich e N o fator de normalizac¸a˜o apropriado. Inserindo
a unidade (B.51) na integral de caminho (B.50) chegamos a, apo´s normalizac¸a˜o,
Z[J ] =
∫
Dσ exp
{
−Σ−
∫
d4x
[
σAσA
2g2ζ
+
σAOA
gζ
+
OAOA
2ζ
− J
AσA
g
]}
. (B.52)
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Na˜o temos mais o termo quadra´tico na fonte LCO. Note que a identificac¸a˜o entre o operador OA e o
campo σA e´ imediata〈OA〉 = −1
g
〈
σA
〉
. (B.53)
Uma vez que o termo quadra´tico foi eliminado podemos tomar JA = 0 e calcular o potencial efetivo
para o campo σA. Contudo, algumas considerac¸o˜es ainda devem ser feitas a cerca do grupo de
renormalizac¸a˜o.
B.4.3 Renormalization group
Para entender como o termo LCO se comporta perante o grupo de renormalizac¸a˜o pensemos numa
quantidade f´ısica, por praticidade, consideremos a ac¸a˜o quaˆntica Γ. De acordo com [64], na˜o e´ dif´ıcil
deduzir enta˜o que[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
− γO(g2)
∫
d4x JA
δ
δJA
+ γζ(g
2, ζ)
∂
∂ζ
]
Γ = 0 , (B.54)
onde a func¸a˜o beta foi definida em (B.44) e as demais dimenso˜es anoˆmalas sa˜o definidas como
γO = µ
∂
∂µ
logZJ ,
γζ = µ
∂
∂µ
ζ . (B.55)
Em particular, sem perda de generalidade, podemos definir ζ como func¸a˜o apenas de g de forma que
uma soluc¸a˜o particular de ζ seja na forma de uma se´rie de Laurent
ζ =
ζ0
g2
+ ζ1 + g
2ζ2 + g
4ζ3 + . . . . (B.56)
Esta escolhe implica que ζ obedec¸a a uma EGR independente. Portanto, Γ obedece a uma equac¸a˜o
mais simplificada,[
µ
∂
∂µ
+ β(g2)
∂
∂g2
− γO(g2)
∫
d4x JA
δ
δJA
]
Γ = 0 , (B.57)
Note ainda que, para conhecermos a contribuic¸a˜o de ordem n para ζ necessitamos conhecer os demais
paraˆmetros a ordem n+ 1.
B.4.4 Effective action and condensates
Por fim, uma vez que temos como calcular os paraˆmetros da teoria atrave´s do grupo de renormalizac¸a˜o,
podemos calcular a ac¸a˜o efetiva. Tal ca´lculo e´ efetuado a partir da definic¸a˜o
e−Γ = Z[σ∗] , (B.58)
onde a dependeˆncia em σ aparece devido ao fato de o ca´lculo ser feito a σ constante, ou seja, em
configurac¸o˜es esta´veis dos campos de Hubbard-Stratonovich. Tal definic¸a˜o e´ poss´ıvel considerando as
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flutuac¸o˜es em torno de configurac¸o˜es esta´veis, σ = σ∗+ σ˜. Desta forma, procuramos soluc¸o˜es esta´veis
da ac¸a˜o efetiva de acordo com
∂Γ
∂σ∗
= 0 . (B.59)
Uma soluc¸a˜o na˜o nula para σ∗ indica um valor de espera na˜o trivial para O, o que indica a condensac¸a˜o
deste operador. Obviamente, tal soluc¸a˜o deve obedecer a algumas exigeˆncias, como, por exemplo,
possuir um paraˆmetro de expansa˜o pequeno o suficiente para dar sentido a uma se´rie perturbativa.
O resultado f´ısico que se colhe da condensac¸a˜o e´ que o termo σ
AOA
gζ em (B.52) pode vir a alterar os
propagadores da teoria, por exemplo, se O = A2, teremos um termo de massa para o glu´on.
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Optimization of the renormalization
scheme
Neste apeˆndice discutiremos o processo de otimizac¸a˜o do esquema de renormalizac¸a˜o e dependeˆncia
na escala aplicado ao caso da ac¸a˜o quaˆntica a um lac¸o da teoria de Gribov-Zwanziger na presenc¸a do
operador AaµA
a
µ, apresentado no cap´ıtulo 6. Os detalhes podem ser encontrados em [11].
C.1 Preliminaries
Vimos que, na ac¸a˜o de Gribov-Zwanziger na presenc¸a do operador AaµA
a
µ, existem apenas treˆs fatores de
renormalizac¸a˜o a serem fixados, estes sa˜o Zg, ZA e Zζ. Aparentemente, necessitamos de treˆs condic¸o˜es
de renormalizac¸a˜o para fixar um esquema de renormalizac¸a˜o particular. Contudo, de acordo com [11],
analizando a ac¸a˜o bare associada a expressa˜o (6.22), na˜o e´ dif´ıcil ver que vale a relac¸a˜o
Zζζ = µ
εζoZ
2
J . (C.1)
Como ζo e´ uma quantidade independente da escala e do esquema de renormalizac¸a˜o e como ζ sempre
aparece, na ac¸a˜o, na combinac¸a˜o Zζζ, segue que apenas Zg e ZA sa˜o relevantes para a ac¸a˜o efetiva,
pois ZJ sempre pode ser expresso em termos destes dois fatores. Desta forma, necessitamos apenas de
duas condic¸o˜es de renormalizac¸a˜o para fixar o esquema.
Mudaremos do esquema de renormalizac¸a˜o MS para outro esquema na˜o massivo atrave´s das seguintes
transformac¸o˜es∗
g2 = g2
(
1 + b0g
2 + b1g
4 + · · · ) ,
λ = λ
(
1 + c0g
2 + c1g
4 + · · · ) ,
m2 = m2
(
1 + d0g
2 + d1g
4 + · · · ) , (C.2)
onde bi, ci e di sa˜o paraˆmetros que caracterizam o novo esquema. Note que, considerando as relac¸o˜es
(6.42), entre as dimenso˜es anoˆmalas do paraˆmetro de Gribov e do condensado podemos facilmente
deduzir que
γλ(g
2) =
1
4
[
β(g2)
g2
− γm2(g2)
]
, (C.3)
∗Quantidades com uma barra se referem ao esquema MS.
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implicando numa relac¸a˜o, va´lida a todas as ordens em teoria de perturbac¸o˜es, entre os coeficientes bi,
ci e di. De acordo com [11], esta relac¸a˜o e´ dada por
c0 =
1
4
(b0 − d0) , (C.4)
onde foi utilizada a parametrizac¸a˜o
β(g2) = −2 (β0g4 + β1g6 + · · · ) ,
γm2(g
2) = γ0g
2 + γ1g
4 + · · · ,
γλ(g
2) = λ0g
2 + λ1g
4 + · · · , (C.5)
Agora, efetuando as transformac¸o˜es (C.2) na ac¸a˜o efetiva MS, (6.35), encontramos
Γ(1) = −
(
N2 − 1)λ4
2g2N
(
1 + 4c0g
2 − b0g2
)
+
ζ0m
4
2g2
(
1− ζ1
ζ0
g2 + 2d0g
2 − b0g2
)
+
3
(
N2 − 1)
256π2
[(
m2 +
√
m4 − λ4
)2(
ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
− 5
6
)
+
(
m2 −
√
m4 − λ4
)2(
ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
− 5
6
)
+ λ4
]
, (C.6)
enquanto as equac¸o˜es de gap se tornam
∂Γ
∂λ
= −2
(
N2 − 1)
g2N
λ3
(
1 + 4c0g
2 − b0g2
)
+
3
(
N2 − 1)λ3
256π2
[
20
3
− 4
(
m2 +
√
m4 − λ4)√
m4 − λ4 ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
+ 4
(
m2 −√m4 − λ4)√
m4 − λ4 ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
]
= 0 , (C.7)
e
∂Γ
∂m2
=
ζ0m
2
g2
(
1− ζ1
ζ0
g2 + 2d0g
2 − b0g2
)
+
3
(
N2 − 1)
256π2
[
2
(
m2 +
√
m4 − λ4
)(
1 +
m2√
m4 − λ4
)
ln
m2 +
√
m4 − λ4
2µ2
+ 2
(
m2 −
√
m4 − λ4
)(
1− m
2
√
m4 − λ4
)
ln
m2 −√m4 − λ4
2µ2
− 8
3
m2
]
= 0 .
(C.8)
Podemos utilizar as equac¸o˜es de gap (C.7-C.8) juntamente com a relac¸a˜o (C.4), simi-larmente como
foi feito para se encontrar a relac¸a˜o (6.47), encontrando
68
39
(
16π2
g2N
)
+
122
39
+
16π2
N
(
12
13
b0 − 176
39
d0
)
=
1
2
t√
1− t ln
t(
1 +
√
1− t)2 . (C.9)
Desta expressa˜o fica evidente que uma soluc¸a˜o com m2 > 0 pode existir, dependendo dos valores dos
paraˆmetros d0 (renormalizac¸a˜o da massa) e b0 (renormalizac¸a˜o da constante de acoplamento). Desta
forma, para minimizar a liberdade existente na escolha destes paraˆmetros vamos realizar uma otimizac¸a˜o
na dependeˆncia do esquema de renormalizac¸a˜o, como ilustrado em [168, 169].
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C.2 Optimization of the renormalization scheme
Consideramos uma quantidade ̺ que corre de acordo com
µ
d̺
dµ
= γ̺(g
2)̺ , (C.10)
onde
γ̺(g
2) = γ̺,0g
2 + γ̺,1g
4 + · · · . (C.11)
Podemos associar a ̺ uma quantidade ̺̂ que na˜o depende da escolha do esquema de renormalizac¸a˜o e
e´ independente da escala. Tal quantidade e´ definida como
̺̂= F̺(g2)̺ , (C.12)
com
µ
d
dµ
F̺(g2) = −γ̺(g2)F̺(g2) . (C.13)
Desta forma ̺̂ na˜o dependera´ da escala µ. E´ fa´cil checar ainda que ̺̂ e´ invariante sob transformac¸o˜es
do tipo (C.2), [168, 169]. A equac¸a˜o (C.13) pode ser resolvida com a ajuda da relac¸a˜o
µ
d
dµ
F̺(g2) ≡ β(g2) d
dg2
F̺(g2) . (C.14)
De forma que a equac¸a˜o (C.13) pode ser resolvida numa se´rie em g2,
F̺(g2) = (g2)
γ̺,0
2β0
[
1 +
1
2
(
γ̺,1
β0
− β1γ̺,0
β20
)
g2 + · · ·
]
. (C.15)
Vamos agora substituir as varia´veis MS, m2 e λ, por seus correspondentes independentes de escala e
do esquema de renormalizac¸a˜o, m̂2 e λ̂, na ac¸a˜o efetiva (6.35). Invertendo a relac¸a˜o (C.15), temos
m2 = (g2)
− γ02β0
[
1− 1
2
(
γ1
β0
− β1γ0
β20
)
g2 + · · ·
]
m̂2 , (C.16)
λ = (g2)−
λ0
2β0
[
1− 1
2
(
λ1
β0
− β1λ0
β20
)
g2 + · · ·
]
λ̂ . (C.17)
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Substituindo (C.17) e (C.2) na ac¸a˜o efetiva (6.35) chegamos a†
Γ(1) = −
(
N2 − 1)
2N
(g2)2bλ̂4
(
1
g2
+B − b0 + 2bb0
)
+
ζ0
2
m̂4(g2)2a
(
1
g2
+A− b0 + 2ab0 − ζ1
ζ0
)
+
3
(
N2 − 1)
256π2
×(m̂2(g2)a +√m̂4(g2)2a − λ̂4(g2)2b)2
ln m̂2(g2)a +
√
m̂4(g2)2a − λ̂4(g2)2b
2µ2
− 5
6

+
(
m̂2(g2)a −
√
m̂4(g2)2a − λ̂4(g2)2b
)2ln m̂2(g2)a −
√
m̂4(g2)2a − λ̂4(g2)2b
2µ2
− 5
6

+ λ̂4(g2)2b
]
. (C.20)
Portanto, constru´ımos uma ac¸a˜o dependente apenas das quantidades independentes da escala e do
esquema de renormlaizac¸a˜o λ̂ e m̂2 e da constante de acoplamento g2(µ). A liberdade no esquema de
renormalizac¸a˜o reside agora no paraˆmetro b0, e na escala µ. O u´ltimo passo e´ eliminar a dependeˆncia
na escala. Para tal, ao inve´s de utilizarmos uma expansa˜o em g2, fazemos uma expansa˜o em poteˆncias
inversas da quantidade
x ≡ β0 ln µ
2
Λ2
, (C.21)
veja [168, 169]. A constante de acoplamento g2 pode ser substituida por x uma vez que g2 e´ determinado
explicitamente por‡
g2 =
1
x
(
1− β1
β0
ln xβ0
x
+ · · ·
)
. (C.23)
†Onde utilizamos a notac¸a˜o mais simplificada
a = − γ0
2β0
, b = −λ0
β0
, (C.18)
A = −
„
γ1
β0
− β1γ0
β20
«
, B = −2
 
λ1
β0
− β1λ0
β20
!
, (C.19)
‡A relac¸a˜o entre a escala Λ e Λ
MS
e´ dada, de acordo com [170], por
Λ = e
−
b0
2β0 ΛMS . (C.22)
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Com isso, chegamos, finalmente a,
Γ(1) = −
(
N2 − 1)
2N
x−2bλ̂4
(
x+B + (1 − 2b)
(
β1
β0
ln
x
β0
− b0
))
+
ζ0
2
m̂4x−2a
(
x+A− ζ1
ζ0
+ (1− 2a)
(
β1
β0
ln
x
β0
− b0
))
+
3
(
N2 − 1)
256π2
×[(
m̂2x−a +
√
m̂4x−2a − λ̂4x−2b
)2(
ln
m̂2x−a +
√
m̂4x−2a − λ̂4x−2b
2µ2
− 5
6
)
+
(
m̂2x−a −
√
m̂4x−2a − λ̂4x−2b
)2(
ln
m̂2x−a −
√
m̂4x−2a − λ̂4x−2b
2µ2
− 5
6
)
+ λ̂4x−2b
]
,
(C.24)
Observamos que esta expressa˜o e´ va´lda ate´ a ordem
(
1
x
)0
. As equac¸o˜es de gap resultantes sa˜o agora
dadas por
1
λ̂3
∂Γ
∂λ̂
= 0 , (C.25)
1
m̂2
∂Γ
∂m̂2
= 0 . (C.26)
Em princ´ıpio resolver´ıamos as equac¸o˜es de gap (C.25-C.26) para duas quantidades m̂∗ e λ̂∗, como
func¸o˜es de µ e b0. Contudo, por construc¸a˜o, m̂ e λ̂ sa˜o independentes da escala e do esquema de
renormalizac¸a˜o, ordem a ordem. Desta forma temos um me´todo interessante de fixar estes paraˆmetros,
escolhendo as soluc¸o˜es m̂∗(µ, b0) e λ̂∗(µ, b0) de forma a dependerem minimamente de b0 e µ. Para
facilitar os ca´lculos escolhemos a seguinte escala§
µ2 =
∣∣∣∣∣m̂2x−a +
√
m̂4x−2a − λ̂4x−2b
2
∣∣∣∣∣ , (C.27)
de modo que agora, temos apenas a liberdade no esquema de renormalizac¸a˜o atrave´s do paraˆmetro b0,
que ainda resta a ser fixado. De fato, fixamos b0 de forma que λ̂∗, m̂∗ e Evac dependam, ao mesmo
tempo, minimamente de b0. Esta condic¸a˜o e´ atingida requerendo que a func¸a˜o
Υ(b0) ≡
∣∣∣∣∣∂λ̂4∗∂b0
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂m̂4∗∂b0
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂Evac∂b0
∣∣∣∣ , (C.28)
dependa minimamente de b0. Mesmo que na˜o consigamos a condic¸a˜o ideal, Υ = 0, podemos nos
satisfazer com a condic¸a˜o mais fraca de que Υ seja o menor poss´ıvel, analogamente ao princ´ıpio de
m´ınima percepc¸a˜o¶ a` la Stevenson [171].
Colocamos os gra´ficos de m̂2 e λ̂4 como func¸a˜o de b0 na Fig. C.1 enquanto que Evac e o paraˆmetro de
expansa˜o y ≡ N16π2x na Fig. C.2.
§Grac¸as a independencia na escala das quantidades b. Ainda, observamos que o outro logaritimo
ln bm
2x−a−
√
bm4x−2a−bλ4x−2b
2µ2
, e´ inofens´ıvel pois sempre aparece na combinac¸a˜o u lnu. Assim, se o argumento do
logar´ıtimo for pequeno, este nunca sera´ grande, devido ao limite u lnu|u≈0 ≈ 0.
¶Do ingleˆs: principle of minimal sensitivity.
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Figure C.1: Quantidades bm2 e bλ4 como func¸o˜es de b0, em unidades de ΛMS.
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Figure C.2: Energia do va´cuo Evac e o paraˆmetro de expansa˜o y como func¸o˜es de b0, em unidades de ΛMS.
C.3 Numerical results
Para comec¸armos com os ca´lculos expl´ıcitos necessitamos de alguns fatores nume´ricos. De [125], temos
que
β1 =
34
3
(
N
16π2
)2
, γ0 = −3
2
N
16π2
, γ1 = −95
24
(
N
16π2
)2
, (C.29)
e, da relac¸a˜o (C.3),
λ0 = −35
24
N
16π2
, λ1 = −449
96
(
N
16π2
)2
. (C.30)
Pouparemos o leitor das te´cnicas e truques alge´bricos utilizados para resolver as equac¸o˜es de gap (C.25-
C.26), os detalhes podem ser encontrados em [11]. Lembramos ainda que as equac¸o˜es de gap foram
resolvidas numericamente, com a ajuda dos softwares Maple V e Mathematica. Apenas observamos
que o caso em que a cosntante de acoplamento coincide com aquela utilizada no esquema MS, dada
pela escolha b0 = 0, fornece os resultados listados em (6.49). Quando resolvemos a condic¸a˜o de m´ınimo
para a func¸a˜o Υ, em (C.28), encontramos para o valor o´timo b∗0 ≈ 0.425. Neste caso as soluc¸o˜es esta˜o
em (6.50).
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